
������������ �	 
���
� ���
 
���� �������� ���

�������

������ ��� ��� �	���
 ��	�

��
������� �� �

���� �����������

�������� �	� ������� ����������

������	�
�  ��!�� "#$%$

������ ���	��
���
�
������
�

���� %###

��������� 	�
��
 ���
 ������
� ��� ������
 ����������
 ������ ����

�
�
���� ����
 ����������
� 	�
��

��������

�����
� � � � �
 � ���� ������� � ������ ����� �� � �����
��

���
������� �� � ���� �
 � ������� � � � � � 
��� 
��
 �� ���

�!��� ���� � � �" # � ���� � � � � #$ ��� ��� �!��� !��
�% 	 �
� "
�

����������� �
�

������� ��� � &� '�� �������� ��� ������ �� �

����� � �
 
�� ���

 � ��� ����� �� �����
�
��� �� � ����

 � ������ ��

���� '�� �����(���� )���� ���*��
��� �
 �+��!����
 
� 
�� 

�
����


��
 �!��� ��������

 ����� ��
 �������� ��� ������ �
 ��

 )� ,�


��
 �����" �� ���!� 
��
 ��� ��� ��
����� ������ � ��
���� � ��� )"


���� �%�


 � ����� � ��
� �������� ��� ������ ��

� ���������	��

��
��� ���������� �� ���� �
��� �
� ����
�� �
�
���� ��	�� ��� �� ������
������� � � ����� �� 
 	�
��� �� 
���	���	 
 ��������� �� �
�� ��	� � �


���������� ��		
���� 
� ��� ����
��� ������� �
����� ����� ����� �����������������

���

!



�� ���
�� 
 �������� 	�
�� �� � �����
 ����� �� �
���� 
� ����������� �� ��

������� �� � ����� �� 
 �������� 	�
��� " ���	
� �������� �� �� �� 

�
����	 � � � � � ����� 
���	�� �� �
�� ��	� 
 ��
� ������� #�� 
 $����%
� � 
 �������� 	�
�� �� � �����
 ��� ����� ���������$��� ������ �� ��� ���
� ��	�� ���� ����� �
��� ���������$��� ��
��� 
� �
 
�� ���

����� �
�

�������

����� ����� �
�

�������

����	

" 
�� �� �� �� 
 ���	��  ������� � ���� ��
� �
�� $����% � �
���&�� ���
������������ ����

������ ����� � '	

" ������ 
�
�� �� 
 ��� � ���� ��
�  �� �
�� ��	� �
 ! � ������ � 
 � !�

(� �� �
�� �� ��� ��
� � 
� ������
���� � 
 	�
�� � 
����� 
 ������ 
�
���
 ���� �$��� ������
���� � � 
����� 
 ������ 
����� �� ��� �%������� � 

 ������ 
���� ������� ��� ��������� � ��� 	�
�� �
���� ��
� ��� ������
�����
)� �
� 
 	�
�� � 
����� 
 ������ 
���� � 
� ������
���� �
�� ����� �$���
������
����� � � 
����� 
 ������ 
����� (� �� �
�� �� ��� ��
� � � �
� 

����	�
 ���� � ���� ��� 
���� 
 ������ 
����  �� 
�� ��
� ������ 
� ��
����������� 
���� ������ 
���� 
�� ���������� �� ����	����� 	�
����

��������� ��� ������� � �� � ����	����� 	���
� �
� ������
� ��� ������
*���� �� � �� ������ �� �� �
� ������ �� �
��� 
 ��� �
��
 � ������ �
������ 
�
��� �����

*���� � �� �
 � � 
����� 
 ������ 
�����	

+�� ������� � ������
� ��� ������ �
� ���������� �� ,-. ������ �� ��
�
���� ���  �
�����
� ��� ������� 
� 
 ��
� ������� � ������
� �����
���
������ ���� ��&������ ������� ���� �������� ���������	 ���� �
�
����� 
��
��������� �� ,!'
 !/
 !0.� (� �� 1���� ,-. ��
� ��� ��&��� �� ��� ��&������ � 
������
� ��� ������ �
� �� ����
��� �� ��� �������
 
�� ��
� ��� ������
�
��� ������ � 
 &���� ����	����� 	�
�� � �� 
��
�� 
 �
����
� �������

( 
 � � �� 
� ����	�� 
�� � �� 
 ������ ����� ���� ���� ����	 
� ����	��
 �� �
�� ��	� �
 ���� �� �
�� � 
 ���
�������� ��
��� +�� 
�� ������ *���
� � �� ��� ��
�� ����	�� � ���� ��
� � �
� 
 ��������2��� ������ "�����	�

 ������ ����� � �
� ��� �� 
 ������� 2��� ����� �
� ���� �
� �
1� ����
����	�� $
����
 ���  �������	 ������ ����� ��
� ��� �%������� � 
 ������ �����

�� ��� �%������� � 
 ������� 2��� ����� 
�� �3��$
�����

	�

� ��� ��� �� 
 �� �� ����	�� ��� � ������ � ������ 
�
��� �
�� �
������ � ���
�������� 
�
���

4



�� ��&������
 � 
 	�
�� � 
����� 
 ������ 
����
 ���� � 
����� 

������ 
�����  �� 
�� 
� � 
� +���� ��� 
 	�
�� � 
����� 
 ��������2���
����� � �� ���� ����	�� �� � 
�� ���� � *���� � �� 5���� *��� � �*������
+�� �
�
����� *���� �
� �� $����� 
� 
 ��&������ � *���
 
�� �� ����
���
���� �� ���
���� 
���� ��� ��������� � �� +���� 
�� �
�� ������� ���� ��
�
��� ������
� ��� ������ �� 
 $��� �
���
� ��&������ � ��� ������� #��
�%
����
 �� �� 1���� �� � ,-.� ��
� *���� � �����
%����
����� ���
������

�� *��� � �����
%�����
������ ����
�������� 5��� ��� ������� �� �
1��
�$�� 
�� 
������ ������
�����
 
�� ��� �
%���� �� �
1�� �$�� 
�� �������� �
� �� �� 
�� �� ������ ��� ��� �  ���
�� ��	�� 
�� ��� ��� � �
�1�
��
��	�� � �
 ��������$����

+�� ��� ������ � 	�
��� �
� ���� ������� �%�����$��� �� ��� �����
�����
"  ���
����
� ������� �� ���� 
��
 �� 6����� ����	��� 
�� ��� �������� $
����
 �� ��� ��� ������� � 	�
��� 78 (� �� 1���� ��
� ����� 
�� 	�
��� ����
��� ������� 4� -� 9 
�� /� " �����1���� ���������� ��� �� +���� ,!!. 
������
��
� ����� 
�� ��� ���� �������� $
����  �� ��� ��� ������� � 	�
����

���
������ ���  ���! ����	����� 	���
 � ������ � ���
�������� /�
���

+�� ���� ��	��&�
�� ���	���� ���������	 ���� ���������� �
� ���
���� ��
:� ������� ,;.�

������
 ���  ���! ����	����� 	���
 � ������ � ���
�������� <�
���

+�� 3������� ���
��� ���� ������� �� ��� ����� �%���� 
 	�
�� � ����
*��� � <�

����� ��� ������
� ��� ������ � 
�� 	�
�� �� 
� ��
�� 4
 +����=� /����
���������� �� �3��$
���� �� ��� ��
������ ��
� ��� ������
� ��� ������ � 

 ����	����� 	�
�� �� 
��
�� ������� 4 
�� /� +��� 
 �
���
� 3�������
���������	 ��� ������
� ��� ������� � 	�
��� �� 6����� �
����
�� 
�� ���
�������� $
����  �� ��� ������
� ��� ������� � 	�
��� 78 +��  �������	
�
������
� 3������� �
� 
�1�� �� ,!0.�

�������� ��� �� �� ���� �
�� ��� ��! �������� ������ 
 	 ,4� /.� �
��� �"����
� 	���
 � ���
 *���� � 
 #

+��� �
��� 
������ >������� !�! �� ��� 
Æ��
��$�� +�� ������ �������
��
� � ��� /���� ���������� �� ����
 ���� ��� �������� $
����  �� ��� ������
�
��� ������� � 	�
��� 
�� �%
���� 
�� ��� �
����
� ������� �� ��� �����$
�
,4� /.�

-



+�� �������� �
������� ������ ����� � 
 	�
�� � �� ��� ��
� ������� � 

��� ������
� ��� ������
 ����� �
� �� ��&��� 
�  ������� " ������� �� �� ��

 ���	��  ������� � ���� ��
�  �� �
�� ����� � � �


������ ����� � '	

"� 
�������� �� 
 ������� � ���� ��
�  �� �
�� ��	� �
 ! � ������ � 
 � !�
�����
��� 
� ������ 
����
 ��� �%������� � 
� 
�������� ���� ��� ������
��� ������
����
 ��� �
���� ������� ��� ��������� � ��� 	�
��� +�� ������
�
�����
��� ������ ����� � � �� ��&��� 
�

����� � �� �
 � � 
����� 
� 
���������	

+���� 
�� �
�� �3��$
���� ��&�������  �� ��� ������
� �����
��� �������
?�
���� 
�� �� ����� �� ,!;.  �� 
�����
��$� ��&������� 
��  �� ��� �
��� �����
������ � ������ )� ���
�1 ��
�  �� 
�� 	�
�� �
 ���� � �������
 
��
����� ��� ������
� �����
��� ������ � 
 	�
�� �� 
 ��&������ � ��� �����
�
��� �������

( � �� 
 ��
�
� 	�
�� 
�� �� �� ��� 	��������
� ��
� � �
 ���� 
� 
�
������� � � ����������� �� 
 ������ 
���� � �� 
�� $��� $���
� +���� ���
����� � *���

��� (� ,!0.
 �� �� ���$�� ��
�  �� 
�� �
����
� ������ 
 	
,4� 9. ����� �%���� 
 ��
�
� 	�
�� � ���� *���� � 
� ���� ,/.  �� 
 �������
������������ � ���� 	�
����� +���� ���
  �� �
�� �
����
� 
 	 ,4� 9. ����� ��

 ��
�
� 	�
�� � ���� *���� � 
� +� 
����� >������� !�!
 �� ��Æ��� ��
�������� ����� �
����
� ������� 
 	 �9� /.� (� ���� �
���
 �� ��
�� ���������

 	�
�� � ���� *���� � 
  �� �$��� �
����
� ������ 
 	 �9� /.�

>������� !�! �
� 
��� ������� �� ���@�� ,!'.� (� �
� ����� �� ,!'. ��
�
 �� 
�� � � ' ����� �%���� 
 	�
�� � ���� 9 � *���� � 9 A ��

" ������$�
� ����� 	�
�� � ���� *��� � 9 �� �
���� 
 ����$ ,4.� 5���
6������$�
�8 �� 
���	����� B�� ���������
���� �� ��
� 
 ��
�1 �� ������
�
��� 9���	� ��������� ���� 	���� 
� ��
�� / ,!-.� ��
���  �� ��
�1� 
��
����� � ���������� � ��
�1� �
$� 
���
���� ��������
��� ���������� 
�����
����� (�����
 ��� 
��$� ��������� ������ � ���@�� ,!'. �
� ���$�� �� ����
�������	 ��� ������
� ��� ������� � 
 �����1����  
���� � ��
�1�� ���

���� ����$�� #�� 
�� ����	�� � � !
 ��� ����� ��
�1 ����� �� ��� �����
	�
�� ���� $����% ��� ���� ��� ��� �� � � � '� !� 4� 
 
 
 � 4��
 
�� ���� ��	� ���
�������� ����� ����� ����� ������� ������ � � � '� !� 
 
 
 � 4�� ������ ��� ����
����
�� ������ 4� A !�� (� �
� ����� �� ,!'. ��
� *�������� � 9 A !
�  �� �
��
� � !�

+�� ������ �� ���� �
��� ���$���� 
 ������  �� �����������	 	�
��� �
���� *���� � 
  �� 
�� 
 	 �9� /.� �� 
�������
���� ��������	 $������� � � 
��	��� ���� � 9
 �� ���
�� ��
�1� �� ���� *���

�� � 
� +��� ������� ��
�  ��
�
�� 
 � /
 ����� �%��� ��&������ �
�� ��
�1� � ���� *���� � 
�

9




 ���
����	��� ������ ��� ������ �
���

��
��� ���������� �� ��� ���
����	 � ���� �
��� 
�� 
������ �� �� ����
������
 ��� �
� �
$� ����	���

��������� ��� % ������������ 	���
 �� � ������ ��C �� �� ���
 �
�� � �� �
	���
� �� � ��� ��� �������� �������� �� �� �
� ��� �������� �������� � ��� �
��� ������ �
� ��������� �� ��

��������� ��� ������� ��C �� �� �� � ������������ 	���
 ���
 �� ��������!
�"�� ����������� ��� 
 � 4 �� � ���� ������� % ������ 
���� �� ��C �� �� ��
� ���	
� �������� � �� � ���
 �
��

� ��� ����! ��	� �� ! � ������ � 
 � !&

� ��� ����! �����" � 	 � ���� ��� ��� ������ ����� � '�

(������$���
 
 ������ 
���� �� 
����� 
 ������ 
����
 �%���� ��
� ���
��� ������
�� �
� $���
�� ��� ������$
���� �
�� (� �
� 
��� �� $����� 
� 

������1 ��� ���� ��� ��� ������
�� 
� ��� ������ 
�� ���1�

������� 
 � ' 
�� � �� 
 ��
� ������� )� ������ �� 6� ��� 
8 ���
���
����� � � ��$���� �� 

 ����
 6� ��� 
8 �� ��� ���3�� ��
� ������
' � �� � 
 ���� ��
� �� �� �� 
 �������� � 
�

��������� ��� '���� � ������ 
�
�� � �� � ������������ 	���
 ��C �� ���
�
� $
��� � � � ������� �! ����� �� ������ ��

���� � ������ � ������ ��� 
	

(�� � ������������ 	���
 ��C �� �� ��� � ���� ������ 
 � 4� ���

����C �� �� � ����� � � �� 
 ������ 
���� �� ��C �� ���	

����C �� �� )������� �! ����� �
�� �
� ��� ��������� ��� ����� ���� �
�
�����"�* �� ������ �
� 
������ ��� �� ��C �� ���

+��  �������	  
���  ����� �
����  ��� ��� ��&��������

!� #�� 
 ������ 
���� � ��C �� ��
 ���� � ������� ������ ��� 
	

/



4� � 
����� 
 ������ 
���� � 
�� ���� � ' 	 ����C �� �� � �� ���� ���
$������� �� � � ���

-� D�� ���	 �� ��� 	�
�� ���
����  ��� � �� ������ ���	 � 
�� � ����

 ���	�� $����%� +��� 
 ������ 
���� �� ��C �� �� ������� 
 ������

���� �� ���	� +���� ��� ���	 
����� 
 ������ 
���� � 
�� ���� � 
����C �� �� �� E�

�� �� ��������� ������� �� ��� 
 	�
�� � 
����� 
 ������ 
����
 ��� �
�
�
����
�� ��� 
��
��� ��� ����C �� ��  �� ������ ������
�� �� �� (� 	����
�
 ��
�� $��� ��Æ���� �� �
����
�� ����C �� ��  �� 
 ����������
� 	�
�� ��C �� ���
5���$��
 � � �� ����� �� ���� ������ ���������� 	�
��� �� ����	 ������
	�
�� ����
�����
 ���� �� �
� �� �������� �� ��������� ��� �
��� ���� +��� ��
������ ��
� �� ��
�� �� �� ��� ���� �� +�� 	�
�� ����
����� �� ��
�� ��� ��
���� �
��� 
�� ��� �
�
���� ���� 
�� ������ ���� ����
����� ��&��� 
�  �������

� �:
�
���� ������ D�� ��C �� �� 
�� ���C ��� ��� �� ��� �������� ����������
�
	�
���� D�� ��� �� ��� 	�
�� ���
����  ��� ��� ����� � � 
�� �� ��
������ ���	 � 
�� �� ���� 
 ���	�� $����% ���
 
�� ������ ���	 � 
�� ��

���� 
 ���	�� $����% ���� +�� ����������
� 	�
�� ����C ���� ���� �� �
����
��� �������� +��� � ��C �� �� 
�� ���C ��� ����

� ������� ������ D�� 
	
�� ��C �� �� 
�� ���C ��� ��� �� ��� �������� ����
������
� 	�
���� D�� ��� �� ��� 	�
�� ���
����  ��� ��� ����� � � 
��
�� �� ������ ���	 � 
�� �� ���� 
 ���	�� $����%� +�� ����������
� 	�
��
����C �� ��� �� �
���� ���
���� ��� ������ +��� � ��C �� �� 
�� ���C ��� ����

����������
����������
����������

����������
����������
����������

����������
����������
����������

����������
����������
����������

���������
���������
���������

���������
���������
���������

��������
��������
��������

��������
��������
��������

G

G’

(b) Series join

G G’

x y y’x" y"

(a) Parallel join

#�	��� !� (������
���� � ��� �
�
���� ���� 
�� ������ ����

( ��� 
��
��� ���� � ��C �� �� 
�� ���C ��� ��� 
�� 1����
 ���� ����� �� 
�
�
�� �
� � ����������	 ��� 
��
��� ��� � ����� �
�
���� ���� �� ������ �����

#���� �� ��������� ��� ������� � �����
� 
������ " ������ ������� 
�

�� �� 
 ���	��  ������� � ���� ��
�  �� �
�� ��	� �
 ! � ���� ��� 
 � 
�!


<




��  �� �
�� $����% �

�

������� �����
�

������� ���� 
 ' ���� 
�� " ������
������� 
�
�� � 
 ����������
� 	�
�� �� ��&��� �����
���� (� �� �
�� �� ����
���� ,!9.  �� ��� ���������� � ����	�� ����� ��
� 
 	�
�� 
����� 
 ������ 
�
��� � 
�� ���� � � 
����� 
 ������ �����
� 
����� +�� 
��
��� ��� �����
� 
 ����������
� 	�
�� �
� �� �3��$
������ ��&��� 
�

����C �� �� � ����� � � �� 
 ������ �����
� 
���� � ��C �� ���	

F���	 �����  
���
 �� �� �
�� �� ���$� ���  �������	 ����
�

	�

� ��� ,� �� ��� �� �
� ������ +��� �� � ��� �� �
��

����
��� � ����� � ����

��	

-� �� ��� �� �
� �������� +��� �� � ��� �� �
��

����
��� � ����� A ����

��	

5��� ��� 
������� � A � � ��� ������� ��� � ,'� 
� �� ��&��� 
�

� A � � ��� A �� ��� 
 � � 	 �� � 	 ��	

G��� ��
� ��� 
������� �� ������
��$� 
�� 
�����
��$�� �� ��� 
������� � 
���� ��
� ��� �������
 �
� �� A �� A 
 
 
A �

 �� ���� ��&����

�� D���
 4�!
 �� �
����
�� ��� �
��� ��� ����� � 
 	�
�� �
 ���  ���
3������ ����� �� 
�� ��� ������� � ��� +��  �������	 ������ ������&�� ���
�
����
���� � ��� 
������� � ��� ��������

������� 
 � 4 �� 
 ��
� ������� )� ��
�� $��� ��� ��
� ������� �� ��� ���
,'� 
�  �����	 
 ������ ��� ������ ���	 ' 
�� 
�
 
�� ������ ���� ������ �� ���
#�� ��� �������� ��
� ������� �� � 	 ,'� 
�
 �� ������ �� ,�� �.� ��� �����$
� � 
�� 	���  ��� � �� � 
���	 ��� ����1���� �����
 ��� �����
���	� ���������� +� ��
�������
 � � � � ���� ��� �����$
� ,�� �.� ����
��� 
�� ��� ��
� ������� � ����
��
� � � � � �C � � � � ���� ��� �����$
� ,�� �.� ����
��� 
�� ��� ��
� �������
� ���� ��
� ������ � � � � 
 �� ' � � � �� )��� ��� ��
� ������ 
 �� ���
�
 ��� ��� �����%�
 �� ��
�� ����� ,�� �.  �� ,�� �.��

#�� 
 � -	/
 ��� �����$
�� ,'	/� 4. 
�� ,4	/� '	4. 
�� �������� �� #�	� 4�
+�� ���	�� ��,�� �.�� � 
� �����$
� ,�� �.� � �� �� ���� ��� 	�������� ���	��
� ��
� �����$
� �� ��
 ����
 � � � � ���� ��,�� �.�� � � � �C � � � � ����
��,�� �.�� � � A 
 � ��

D���
 4�4 ����� �3�����  ��� ,0.� �
�� ��
� ��� ��� � �����$
�� � ��

�
� �� �
���� �����������

0



0

2

1

r

3

[0.5, 2]

[2.5, 0.2] r

#�	��� 4� (������
���� � ��� ������ ��  �� 
 � -	/ 
�� �����$
�� � ��

	�

� ��� ������� �� � ,��� ��. ��� � � !� 4� 
 
 
 � �� ��
�


��� ��,��� ��.� � 

�
�� �� A�� A 
 
 
A�
 � ��& ��

�

��� ��,��� ��.� � 
 �
�� �� A�� A 
 
 
A�
 �

,�� A �� A 
 
 
A �
� �� A �� A 
 
 
A �
.� �
��� �
� ���������� ��� ������� ���
������ 
�

G��� ��
� � � � E ����  �� 
�� ��� �
 � A � � E�

+��  �������	 ����
 ����� ��
� ��� 
��
��� ��� � 
 ����������
� 	�
��
�� 6���������8�

	�

� ��� (�� ��! ������������ 	���
 ��C �� ��� � 	 ����� �� ��� ���! ��
�
 � �� ��� 
 	 ������

������ ( � �� 
 ������ 
���� ���� ���� � �
 ����  ��� � ����� �� 
 ������

���� ���� �� � � 
 � ��

� ������ � �	�� � � ����� � �

+��� ������� ���$�� ��� �
�� ������ � ���� �
����

������
 ��� (�� ���
 �������� 9 � !
" � /� �
��� �� � 	���
 � ���

*���� � !
"�

+�� �
�� !
" � / �
� 1���� �
 ���� � ���  �������	  ��1���� ������ &���

���
��� �� ,!'.��

H



������
 ��� .�� � �� �
� /������� 	���
� �
�� *���� � /�

D�� � �� ��� :������� 	�
�� 
�� ��� � � �� �� 
� ��	� � �� (� ���
���
����	
 �� ��� �#C �� �� �� ������ ��� ����������
� 	�
��
 ����� # �
�� �� +��  �������	 ����
 �� 
��� �
���

	�

� ��� (�� �
� 	���
 # ������ ������ *��#� � 9�

+�� ���� � ���� ������� �� ��$���� �� ��� ���� � +������ -�!� ��
+������ -�4
 �� ��Æ��� �� ��������  �
������ !
" 	 �9� /�� #���� �� ��������

� �������	 � ����  �
������
 �� ��&���	 ��� �
����� � �
��  �
����� !
" 	
�9� /��

(� �� �����1���� ��
�  �� �
��  �
����� !
" ���� !� " � ! �
�� �!� "� � !�

����� 
�� ���3�� ����	��� ' � � � ! 
�� ' � � � " ���� ��
� !� � �" � !�
)� �
�� ���  �
����� �
� ��� ����� ������ � !
"
 ������ �� �� !��!
"� � �
��
D�� �� � !� � 
�� �� � "� �� +��  �
����� ��
�� �� �
���� ��� ����� ������ � 
!
"
 
�� ������� �� !��!
"� � ��
��� B����$� ��
�

!��!
"� � !
" � !��!
"�	

I����$��
 ����� ������� � �!�������"� �� � !�� "� � !
 �� � � � �� ����
!���

�
��� � �
�� (� �� 
��� �
�� �� ��� ��
� �� �
�� � � �� ���� !���
�
��� � �
��

�� �� 
�� �
��
 !���
�
��� � �
�� �����
���
 !���
�� � ��
���

G�� �� 
�� ��
�� �� ��������� 	�
��� � ���� 9 � *���� � /� +��
����������
� 	�
�� �#C �� �� �� ��� �
��� �������	 ����1  �� ��� �������������
#���� �� ��
�� �
����
�� ��� �
��� ��� � �#C �� ��� +��  �������	 ����
 ��
�
�� 
�� ��� ���� �� ������� ���� ,!9.  �� ���� � � �����
� ���������

	�

� ��� �� � ������������ 	���
 ��C �� �� 
�� � ������ 
�
�� � � �
��

�
��� �� �� ����������� �� �� � �
��
 
�� � ������ 
�
�� � � ���
 � ���� � ' ���

��� ��	�� � �� ��� ��� ���
 ���� � ��� ��� 0�������� �� ���� � '� �
�� �
���

�� � �������� ���
 ���� � �� � �� ���

	�

� ��� (�� 9 � 
 � /� ���#C �� �� � ,9� 
�9.	 (�� 
 � 9� ���#C �� �� �
E	

������ ������� 9 � 
 � /� ����� *��#� � 9
 ��  ������ ��
� ' 	 ���#C �� ���

�� D���
 -�4
 ����� �� 
� ������
���� �# � # ���� ��
� ����� �� 
 ������
9���� � �� �# ���� ��
�  �� �
�� ��	� ! � ���� � -� I����$��
 �����

�� 
 �������� �
��
 �
� $ � ���� ��� 
 
 
 � ���
  ��� � �� � �� �#� #�� 
��

;



' � � � 
 � 9
 ��� % �� ��� ���	��  ������� �� �# ��&��� 
� %���� � �  ��

� � !� 4� 
 
 
 � �
 
�� %��� � '  �� ����� ��	�� � � �#� +��� �� �� ���
�	�� ���
��
�� $��� � ��
� ��� ���	��  �������  ��� � ���� A %��� �� 
 ������ 
���� ����
�� � � �� +���� ��� ,'� 
 � 9. � ���#�� �� D���
 4�-
 ,9� 
 � 9. � ���#��
�+�� ���	��  �������  ��&��� 
��$� �� �
�� �� �� ���
����  ��� � �� 
����	
���	�� � �� ��� �������� �
�� $ ��

"����� �� ��� �����
�� � ���� ����
 ��
� ����� �%���� 
 ��
� ������
& 	 ���#� � ,9� 
 � 9.� �� D���
 4�-
 �� �
� 
����� ��
� 

4 � & � 9�

D�� � �� 
 ������ 
���� �� �# ���� ���� � &� D�� �� �� ��� ������
���� � 

��� :������� 	�
�� ���
����  ��� �# �� 
����	 
 �������� ��	� �  ��� � ��
�� D��  �� ��� ���	��  ������� �� �� ��&��� 
�  ���� � ����� � �� �� �
 
��
 ��� � &� +���  �� 
 �����
� 
�����
 ����� 
� � �
%�
� & A !� � /� +���
�� �� �����
�� �� +������ -�4�

	�

� ��� (�� ���
 ����	�� � � 4� �
��� �� � ������������ 	���
 �#�C �� ��
���
 �
�� ��� 9 � 
 � ��� � !�9 A !�
�� � !��

���#�� � ,9� � �� � !�
� �
 � 9�.	

0�������� ��� 
 � 9�
���#�� � E	

������ D�� #� �� ��� �
�
���� ���� � � ������ � #� ����� ���#� � ,9� 
� 9.
����� �� 
� �����$
� � ���	�� 4�
 � 9�
 �� D���
 4�! 
�� D���
 4�4


���#�� � ,9� � �� � !�
� �
 � 9�.	

����
��� 
 � ���� !�9A!�
��� !�
 ��� ��� � ��� ���	��� � � ������ � ���
�����$
� ,9� 
�9. �� �3�
� �� 4��
�9� � 
� "��� ���� ��
� ���!�
 � 9� � �
�
�� 9� ��� 
 � 9� � �� � !�
��

	�

� ��� ������� 9 � !
" � / ��� �
�� �
� � !��!
"�� �
�
�� � !��!
"��

�
��� �"���� � ������������ 	���
 ��C �� �� ���
 �
�� ��� �
� � 
 � ��
���

����� � ,!� !� �" � !�
� "
 � ! A !.	

0�������� ��� 
 � �
��
����� � E	

������ )� ��
�� ���$� ���� ����
 �� ��������� �� ��� �������
��� "� ( 
!
" � �9� A !�
�  �� ���� ����	�� �
 ���� !��!
"� � 9
! 
�� !��!
"� �

!'



�9�� � !� A !�
�� � !�� )� ��� � �� ��� 	�
�� #� ��&��� �� ��� ���� � 
D���
 -�9� +�� ����������  ������  ��� D���
 -�9�

"����� ��� ��
� !
" �� �9� A !�
�  �� 
�� ����	�� �� +��� " � - 
��
!��!
"� � �
� � 9 ������ � � 4�� �� ��� ��������� ����������
 ����� �� 
 ���
������
� 	�
�� ���C ��� ��� ���� ��
�  �� !���
�� � 
 � !���
��


����
�� � ,�� !� ��� !�
� �
 � � A !.	

D�� ' �� ��� ������ ���� � �� 
�� (�� "� ���(�� � ,!� 
� !.
 �� D���

4�!
  �� 
 � �
�
 ���'� � E
 
��  �� �
� � 
 � ��
�� � !���
��


���'� � ����
�� � ���(��

� ,�� !� ��� !�
� �
 � � A !. � ,!� 
 � !.

� ,!� �
 � � A !. � ,�� !� ��� !�
� 
 � !.	

#�	� - �������
��� ��� ������������ � ����
�� 
�� ���(���

[a-1-(b-1)r,  br-a+1]

a/b > r

[a-1-(b-1)r,  br-a+1]

[1,  r-1] [1,  r-1]

a/b < r

#�	��� -� (������
���� � ��� ������������ � ����
�� � ���(��

D�� � �� ��� �
�
���� ���� � ��� ������ � '� �� D���
 4�!


����� � �,!� �
 � � A !. � ,�� !� ��� !�
� 
 � !.�

A�,!� �
 � � A !. � ,�� !� ��� !�
� 
 � !.�

� ,4� 4�
 � 4� A 4. � ,4�� 4� �4�� !�
� 
 � 4. � ,�� ��� !�
� �
 � �.	

#�	� 9 �� 
� �������
���� � ��� �
��� ��� ������ �G��� ��
� ����� 
�� ���
�������������  �� ��� ���
��$� ��������� � ��� �����$
����

D�� �� �� ��� ������ ���� � � 
�� # ������ # � �� � �� 
� ��&��� ��
D���
 -�-�� +���

!!



2
2a-2-(2b-1)r

a-(b-1)r br-aa-(b-1)r

2a-2-(2b-1)r

br-a

r-2
2

2br-2a+2
r-2

2br-2a+2

#�	��� 9� (������
���� � �����

����
�� � ����� � ���#�

� �,4� 4�
 � 4� A 4. � ,4�� 4� �4�� !�
� 
 � 4.

�,�� ��� !�
� �
 � �.� � ,9� 
 � 9.

)� ��
�� ���� ��
� ��� ������������ �� �3�
� �� ,�� ��� !�
� �
� �.
 ����
 ��
�
��� ��������� � ��� �����$
�� 
�� ���� �� ���� 
� �����
��� �� #�	� /� �G���
��
� ����
��� �� #�	� 9
 �� �� ��� 1��� ����� � ��� ��� ������� 4 
��
4�� 4� �4�� !�
 �� ��
����� #�	� / ���� ���� ��� � ��� ��� ���������������

�� 
���������
 
 � 9 � 4 
�� 
 � 4 � 9� I����$��
 ����� 
 � ��
�� �
�� A !�
�
 �� �
$� 
 � 9 � 4� � 4 � �4� � !�
 
�� 4�
 � 4� A 4 � 9� �����

 � ��
�� � �� � 9�
�� � !�
 �� �
$� 
 � 9 � �
 � � 
�� 9 � � � �� � !�
�
+���� ���

����
�� � ,�� ��� !�
� �
 � �.	

���� #�	� /  �� 
� �������
������

G�� �� �������� ��� �
���� ( " � �A ! ���� ! � �A 9� ! 
�� !��!
"� �
/
!� (� ���� �
��
 �� ��� � �� ��� �
�
���� ���� � �� 
�� #� �� D���
 4�!

 �� �
� � 
 � �!� 9�
�" � !� � ��� 9�
��� !�


����� � ����
�� A ���#�

� ,�� ��� !�
� �
 � �. A ,9� 
 � 9.

� ,�� A /�� !� ��� A !�� !�
� �� A !�
 � �� A /� A !.

� ,!� !� �" � !�
� "
 � ! A !.	

( " � � A 4 ���� ��
�� � �!� ��
�" � �� � !��!
"� � /� �� ��� ���������
����������
 ����� �� 
 ����������
� ��� ���� ��
�  �� !���

�
�� � 
 � ��� �
9�
��� � !�


����
��� � ,�� � !� ��� � !�
� ��
 � �� A !.	

!4



r-4

a-(b-1)r br-a

2a-2-(2b-1)r

r-2
2

2br-2a+2

4

#�	��� /� (������
���� � ��� ��$��$�� �����$
��

D�� � �� ��� �
�
���� ���� � �� 
�� ���� �� D���
 4�!
  �� �
� � 
 �
��
�� � !���
��


����� � ����
�� A ����

���

� ,�� ��� !�
� �
 � �. A ,�� � !� ��� � !�
� ��
 � �� A !.

� ,�� A ���� !� �� A �� � !�
� �� A ���
 � �� A ��� A !.

� ,!� !� �" � !�
� "
 � ! A !.	

+��� ��������� ��� ���� � D���
 -�/�

����� �� ������
 ���� ������� 9 � !
" � /� �� D���
 -�/
 ����� �� 

����������
� 	�
�� ��C �� �� ����

����� � ,!� !� �" � !�
� "
 � ! A !.	

D�� ���C ��� ��� �� ��� ������ ���� � � 
�� (�� ����� ���(�� � ,!� 
 � !.
 ��
����	 D���
 4�!
 �� �� �
�� �� $��� � ��
� ����

�� �� E � 
�� ���� � 
 � !
"�
D�� ��� � �����	� � +��� *���

��� � !
"� +��� ��������� ��� ���� � +������
-�!�

��
���� +�� 	�
��� � ���� *���� � 
 ����������� ���� 
�� ��� ������
(� �� 1���� ,!9. ��
� � � �� 
 ����	����� 	�
�� 
�� � �� 
 $����% � ��	���
�
��� � 9
 ���� ����� �� 
 ��������	 
� � �� ��
� ��� ��������	 	�
�� �� �����
����	������ 5��� 
 ��������	 
� � ��
�� �� 
�� 
 ��� $����% �� 
�� ��$� ���
�� ���� ��	�� �������� �� � �� ��
� ���� �� �������� �� ��
 
�� ���� 6������8

�� ��	��� 4 $�������� �� 1��� ��������	 
� $������� � ��	��� � 9 �� ���
��

 ����	����� ����� 	�
�� �� ���� *���

�� � *���� � 
 � 9� (� �� ��������
��
� *���

�� � *����� +�� 	�
�� ����� �� #�	� < �� 
 	�
�� �����������

� �� ��� ���� � +������ -�! ���� *���� � 9	/� +�� ��� ����� 	�
���
�� 
�� ��� 
�� ���
����  ��� � �� ��������	 
� $������� ) 
�� �� +���� ���

!-



*���
���*���

��� � *���� � 9	/� +�� ������
����� 
�� ��� 
���	����� � 
���	��� �� ��� ��	�� �� ��� &	��� ���� ��
� �
�� � �� 
�� ��� 
����� 

������ 9	/����� +���� ��� *���

�� � *���
��� � 9	/�

G

1.5 31.5

2.5

1

1.5

3.5 2.5

1

2
1

1

3

1.5

1

2.5

2 1

2

3.5

1
1.5

3.5

1

1

2.5

2.5

1.5

1 2

3

2
1

1

1.5

2.5 1

1 2

1

1.5

2.5
1.5 1

3.5

2.5

3

3

1 2.5

3.5

2.5 1

1.5

G’ G"

u

v

#�	��� <� " 	�
�� � ���� *���� � 9	/ 
�� ��� ����� 	�
��� ��� ��� ���
����
 ��� � ���� *���

�� � *���
��� � 9	/

(� #�	� 0
 # �� 
 	�
�� ����������� 
� �� ��� ���� � +������ -�! ����
*��#� � !9
-� +�� 	�
�� # � �� 
 ����� 	�
�� ���
����  ��� # �� ����
���	
�
�� $����% � � ��	��� ���� � 9 �� 
 ������� � ���	�� ����
 ���� ��� �
��
��	� �������� �� � �� �������� �� 
 �������� $����% � ��� �������� +���� ���
# � �� 
 ����� 	�
�� ���� *��#

�� � *��#� � !9
-� (� �
� �� ����� ��
�
������ *��#

�� � !9
-�

H’H

#�	��� 0� " 	�
�� # ���� *��#� � !9
- 
�� 
 ��
�1 # � ���
����  ��� #
���� *��#

�� � !9
-

G��� ��
� ��� ������  �� �����������	 
 	�
�� � ���� *���� � 
 	�$��
�� ��� ���� � +������ -�! �� ��� �������������� +���� 
�� ����� ����� ���
�
� �
1� 
 ������� #�� �%
����
 ���� �� �
1� ��� �
�
���� ���� � ��� ����
������
� 	�
��� ��C �� �� 
�� ���C ��� ���
 �� �
� ������ ������ � � ���� ��


!9




�� � 
�� ��
 �� ������ � � ���� ��
 
�� � 
�� ��� J�@����� ������ �������
�� ��@����� 	�
���� +�� ��������� � ���
����	 
 ����� 	�
�� ��  ��� �
�� ������ ��������	 
� $������� � ��	��� � 9
 �� �� ����
���	 
 $����% �� 

�������
 �� 
��� ������������������ �� 
�������
���� �
1��	 ����� ������� �
�
����� �� ��� �%
����� 
��$��
 ��� ����� 	�
��� �� ���
���� ���� �� ������
���
9���	� ��������� ���� 	���� 
� ��
�� /� (� ����� �����
 ��� ��������	 	�
���

�� ��
�1�� ��
�1� �
$� ���� ������� �%�����$��� �� ��� �����
����� 5���$��

��� ���� �� 1���� 
���� ����� ������
� ��� �������
 �%���� ��
� ��  ������
 ��� ��� ��&������ ��
� *���� � 9  �� �
�� ��
�1 �� #�� �%
����
 �� ��
�1
����� ��
� ��� :������� 	�
�� �
� 1���� �� �
$� ������
� ��� ������ � 9	/�
B�� ������ ���$���� 
 ������  �� �����������	 ��&������ �
�� ��
�1� � ����
*���� � 
  �� 
�� 
 � /� 5���$��
 ���  �������	 3������� ���
��� �����

�������� ��� �� �� ���� �
�� ��� ��! 9 � 
 � / �
��� �"���� � ����$ � ���

*���� � 
#

����������

,!. K� K���� 
�� L� M��
 �
� �������� �
������� ������� �� ���������������
	���
� �� ���	� 	���

 N� ��
�� +�����
 --�4'''�
 !H/�!;H�

,4. I� �
�����
 0��
�������� 	����1 ����$�� ���+��� ��� ��
�� ���+���
����� ������� �� �
� �������������� �
�����
 ���� "�� 4-9�!;0<�
 !4<�
!-'�

,-. D� "� ������
 I� +
���
 
�� K� >� M�
�	
 2� ��� ����������	� ��� �����
������ ���
�������� 
���
 N� ��
�� +�����
 4H�!;;H�
 !//�!<!�

,9. :� 5��� 
�� L� M��
 �
� �������� �
������� ������� �� ���������������
	���
�
 N� ��
�� +�����
 --�4'''�
 !9�49�

,/. �� D�
�
 M� :
� 
�� L� M��
 3����������� �� (������� ���� 	���
� ���

	���� �������� �
������� ������
 J������� I
����
����
 �� 
���
��

,<. J� I����
 �
� ������
������� ������ �� ������ 	���
�
 N� ��
�� +�����
�� �!;;0�
 --�9-�

,0. M� :
� 
�� L� M��
 4�����! �� �
� �������� �
������� ������� �� �������
�������� 	���
�
 �
��������
 !;;;�

,H. M� :
� 
�� L� M��
 3������� �
������� ������ �� ��������������� 	���
�
�� ���	� ��� 	���

 J������� I
����
����
 �� 
���
��

!/



,;. :� J� �������
 5��
�������� 6�
���
 N� K�����
����
� +����� ���

-!�!;H!�
 H4�;9�

,!'. O� ���@��
 �
� �������� 
�� ������ �� �����	���
�
 N� ��
�� +�����

-<�4''!�
 49�-9�

,!!. )� +� +����
 % ������������ �� �
� �
���! �� �
������� ���!������

K
�
�� N� I
���
 <�!;/9�
 H'�;!�

,!4. "� P����
 ���� �
������� ������
 N� ��
�� +����� �� �!;HH�
 //!�//;�

,!-. N�N� )
�1��� 
�� ?�N� )�����
 % �����! �� ����$�
 (�� ��
�� +�����

K�����
����� 
�� "�����
����� �Q� "�
$� �� 
��
 �����
 )����
 G�� Q��1

!;;!
 !!4;�!!99�

,!9. K�>�M�
�	
 ������� �� � ��! �"�#� ��$��� �� ���%��
 I
����
J�11��
 (��� !;;0�

,!/. K�>�M�
�	
 3������� 
��� �� �����! �������� 	���
� ��� �����"���������	

�
��������
 4'''�

,!<. L� M��
 % ������ ����� �� 0����7� �
�����
 N� ��
�� +�����
 -'�!;;;�

!;�4<�

,!0. L� M��
 /����� 	���
� ���
 �������� �
������� ������� ������� - ���
9
 N� K������ +�����
 0<�!;;;�
 !0'�4''�

,!H. L� M��
 3������� ��������	 ��� 	���
 ������
 +
��
���� N����
� � 
I
����
����
 9�4'''�
 <9-�<<'�

,!;. L� M��
 3������� �
������� ������� � �����!
 J������� I
����
����

44;�4''!�
 -0!�9!'�

!<


