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假設方程式 x3 + px2 + qx+ r = 0 的根皆為正實數，試求三根可以構成一個三角形三
個角的餘弦值之充分必要條件。 答案：p2 − 2q − 2r = 1

解答： 對於任意三角形 ABC，假設 ∠A 的對邊為 a、∠B 的對邊為 b、∠C 的對邊為 c
我們有

a = b cosC + c cosB

b = c cosA+ a cosC

c = a cosB + b cosA

根據 a, b, c 這三個齊次線性方程組，有一個非零的解，我們可以看到

det
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− cosC 1 − cosA
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∣∣∣∣∣∣ = 0

也就是

cos2A+ cos2B + cos2C + 2 cosA cosB cosC = 1 (1)

假設這方程式

x3 + px2 + qx+ r = 0 (2)

的根是 cosA, cosB, cosC，則由根與係數關係可得

−p = cosA+ cosB + cosC

q = cosA cosB + cosB cosC + cosC cosA

−r = cosA cosB cosC

而 第 (1) 式可代換成

p2 − 2q − 2r = 1 (3)

這就是所需的條件

接著證明第 (3) 式成立且第 (2) 式的三個根 x1, x2, x3 為正實數。
然後

x21 + x22 + x23 + 2x1x2x3 = 1 (4)



從這邊很清楚的知道每個根皆在 0 與 1 之間，因此存在唯一的銳角 A, B, C 使得
x1 = cosA, x2 = cosB, x3 = cosC。

另外為了證明 ∠A、∠B、∠C 是一個三角形的三個角，必須去證明出 ∠A+ ∠B +
∠C = π，在第 (1) 式做代換，我們得到

cos2C + 2 cosA cosB cosC = 1− cos2A− cos2B

完成左邊的配方後，我們得到

cos2C + 2 cosA cosB cosC + cos2A cos2B = 1− cos2A− cos2B + cos2A cos2B

⇒ (cosC + cosA cosB)2 = (1− cos2A)(1− cos2B)

⇒ (cosC + cosA cosB)2 = sin2A sin2B

當所有的角皆為銳角，取正的方根給

cosC + cosA cosB = sinA sinB

而因此

cosC = −(cosA cosB − sinA sinB)

= − cos(A+B) = cos(π − A−B)

當 ∠C 和 π − ∠A− ∠B 都在 (0, π)，我們得到需要的 ∠C = π − ∠A− ∠B。

因此假如第 2 式的根皆為正實數，那第 (3) 式就是根是一個三角形的餘弦角所必需
滿足的條件。 �
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