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設 f(x) 為實數係數的多項式使得 f(0) = 1, f(2) + f(3) = 125 並且對於所有
x，f(x)f(2x2) = f(2x3 + x)，試求 f(5)。 答案：676

解答： (法一)
若 f(x) 的最高次項為 axm，
則 f(x)f (2x2) 的最高次項為 = axm · a (2x2)

m
= 2ma2x3m，

且 f (2x3 + x) 的最高次項為 = 2max3m，因此可得 2ma2 = 2ma 以及 a = 1。
而因為 f(0) = 1，故 f(x) 所有根的乘積為 ±1。
若 f(λ) = 0，則 f (2λ3 + λ) = 0。
假設存在一個根 λ，則必定存在一個根 λ1，其中 |λ1| > 1。
故 |2λ3 + λ| ≥ 2|λ|3 − |λ| > 2|λ| − |λ| = |λ|。
然而，由 λk+1 = 2λ3k + λk，對 k ≥ 1，可知 f(x) 會有無限多個根。
因此，對於多項式的所有根，|λ| = 1，故 λλ̄ = 1，且 (2λ3 + λ) (2λ3 + λ) = 1。
對 λ = a+ bi 同時求解這些方程得到 a = 0、b2 = 1，因此 λ2 = −1。
因為多項式有實數係數，所以對於某個整數 n ≥ 1，
多項式必須具有 f(x) = (1 + x2)

n
的形式。

條件 f(2) + f(3) = 125 意味著 n = 2，得到 f(5) = 676。

(法二)
令 r 為 f(x) 的一根，然而我們得知 f(r)f(2r2) = f(2r3 + r)；
由於 r 為一根，我們得到 f(r) = 0；所以 2r3 + r 也為一根。
因此，假設 r 為非零的實數，f(x) 有無限多根。
由於 f(x) 為一多項式(只有有限個根)且 f(0) 為非零，則 f(x) 沒有實根。
然而我們先從最簡單的兩個複數根代進式子：r = ±i。
我們發現 f(i)f(−2) = f(−i) 而且 f(−i)f(−2) = f(i)。
此亦即 f(i)f(−i)f 2(−2) = f(i)f(−i) =⇒ f(i)f(−i)(f 2(−2)− 1) = 0。
所以 ±i 為多項式的根，所以 (x− i)(x+ i) = x2 + 1 將為此多項式的因式。
因此，多項式變成 f(x) = (x2 + 1)g(x)。代入此給定的表示式，得到

(x2 + 1)g(x)(4x4 + 1)g(2x2) = [(2x3 + x)2 + 1]g(2x3 + x)

⇒ (4x6 + 4x4 + x2 + 1)g(x)g(2x2) = (4x6 + 4x4 + x2 + 1)g(2x3 + x)

對於所有 x 使得 4x6 + 4x4 + x2 + 1 = (4x4 + 1)(x2 + 1) 為 0 或
g(x) 滿足 f(x) 相同限制。對於部分 n，使得 f(x) = (x2 + 1)n。
由於對部分 n，使得 f(2) + f(3) = 125 = 5n + 10n，
我們得到 n = 2；故 f(5) = 676。 �
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