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有 C1、C2、· · ·、Cn 共 n 個硬幣。對每個 k，Ck 是不公正的硬幣，所以 Ck 有
1

2k+1

的機率投擲出正面。如果投擲 n 個硬幣，出現奇數次正面的機率是多少？答案請以 n 表
示成一個有理函數。 答案： n

2n+1

解答： (法一)
利用條件機率列遞迴關係式：
令 Pn 為投擲 n 個硬幣，出現奇數次正面的機率，P1 =

1
3

當 n > 1 時，對第 n 個硬幣取條件機率可得遞迴關係式，

Pn =

(
2n

2n+ 1

)
Pn−1 +

(
1

2n+ 1

)
(1− Pn−1)

=

(
2n− 1

2n+ 1

)
Pn−1 +

1

2n+ 1

由簡單的歸納法和遞迴並計算前幾項可得 P2 =
2

5
，P3 =

3

7
，

觀察一般式得到 Pn =
n

2n+ 1
。

(法二)

假設生成函數 f(x) =
∏n

k=1

x+ 2k

2k + 1
，在連乘的每一項中，

若挑選到前項(x)表正面的機率，若挑選到後項(2k)表反面的機率，
所以 xi 的係數為投擲出現 i 次正面的機率，若希望擲到正面的次數為奇數次，
我們要計算函數 f(x) 的奇數次項係數和：

f(1) =
∏n

k=1

1 + 2k

2k + 1
= 1

f(−1) =
∏n

k=1

−1 + 2k

2k + 1
=

1

3
× 3

5
× · · · × 2n− 1

2n+ 1
=

1

2n+ 1

奇數項係數和為
f(1)− f(−1)

2
=

1

2
×
(
1− 1

2n+ 1

)
=

n

2n+ 1

故機率 Pn =
n

2n+ 1
。 �

答案請寄至－高雄市中山大學應數系圖書館的『雙週一題』信箱，或
傳真 07-5253809，或利用電子郵件信箱 nsysu.problem.2019@gmail.com
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