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已知集合 A, B 都是由正整數組成的集合，且 |A| = 18, |B| = 14。集合 A 滿足
以下條件：若 a, b, m, n ∈ A，且 a + b = m + n，則必有 {a, b} = {m, n}，定義
A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}，求 |A+B| 的最小值。 答案：161

解答： 令

A = {a1, a2, . . . , a18}

B = {b1, b2, . . . , b14}

Cj = {ai + bj | i = 1, 2, . . . , 18}, j = 1, 2, . . . , 14

可得

A+B =
14⋃
j=1

Cj

假設 Cm, Cn (m 6= n) 且 |Cm ∩ Cn| ≥ 2，則存在 t1, t2, s1, s2，使得

at1 + bm, as1 + bm, at2 + bn, as2 + bn ∈ Cm ∩ Cn

且

at1 + bm = at2 + bn, as1 + bm = as2 + bn

at1 6= at2 , as1 6= as2

則可得

at1 − at2 = as1 − as2 = bn − bm ⇒ at1 + as2 = as1 + at2

依照 A 的條件可得 {at1 , as2} = {as1 , at2}，又 at1 6= at2 , as1 6= as2，所以
at1 = as1 , at2 = as2 ⇒ {at1 + bm} = Cm ∩ Cn (矛盾於 |Cm ∩ Cn| ≥ 2)，故
|Cm ∩ Cn| ≤ 1 (m 6= n)。
由排容原理可得

|A+B| =
14⋃
k=1

Ck ≥
14∑
k=1

|Ck| −
∑

1≤m<n≤14

|Cm ∩ Cn|

= 252− 91 = 161

另一方面令 A = {2, 22, 23, . . . , 218}, B = {2, 22, 23, . . . , 214}，則對所有
m 6= n 6= k, Cm ∩Cn = {2m +2n} 且 Cm ∩Cn ∩Ck = φ，因此 |A+B| = 161，
故 |A+B| 的最小值為 161。 �
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