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假設 A, B, C 代表在 R2 中相異的整數座標點。證明如果

(AB +BC)2 < 8 · [ABC] + 1

則 A, B, C 是一個正方形的三個頂點。這裡 [ABC] 表示三角形 ABC 的面積。

解答： 根據算幾不等式 |AB|2 + |BC|2 ≥ 2|AB||BC|，等號成立時若且唯若 |AB| =
|BC|；而由 SAS 面積公式可得到 |AB||BC| ≥ 2[ABC]，等號成立時若且唯若
∠B = 90◦。

由上面兩個不等式可得到 4[ABC] ≤ |AB|2 + |BC|2，且其等號成立時，上面兩個
不等式的等號也要成立，即 |AB| = |BC| 和 ∠B = 90◦。

因為 A, B, C 都是整數點座標，所以 AB
2
和 BC

2
也是整數，由鞋帶定理可得到

2[ABC] 亦為整數。因此

8[ABC] = 4[ABC] + 4[ABC]

≤ |AB|2 + |BC|2 + 4[ABC] (1)

≤ |AB|2 + |BC|2 + 2|AB||BC| (2)

= (AB +BC)2

< 8[ABC] + 1

得到 8[ABC] ≤ |AB|2 + |BC|2 + 4[ABC] ≤ |AB|2 + |BC|2 + 2|AB||BC| <
8[ABC] + 1。因為 8[ABC] 和 8[ABC] + 1 是兩個相鄰的整數，且 |AB|2 +
|BC|2 + 4[ABC] 和 |AB|2 + |BC|2 + 2|AB||BC| 也是整數，所以上面兩個不
等式 (1), (2) 中的等號皆成立，因此 4[ABC] = |AB|2 + |BC|2，再由上面可知
|AB| = |BC| 和 ∠B = 90◦，故得證。 �
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