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設 P (z) = z2 + az + b 為複數 z 之多項式，其中係數 a, b 為複數。假設對所有 z，
滿足 |z| = 1，使得 |P (z)| = 1，証明 a = b = 0。

解答： 【【【解解解法法法一一一】】】 設 P (z) = z2 + az + b 且 a = p + iq, b = r + is，其中 p, q,
r, s 皆為實數。由題目的條件可知，由於 |1| = | − 1| = |i| = | − i|，所以
|P (1)| = |P (−1)| = |P (i)| = |P (−i)| = 1 將代入 a = p+ iq, b = r + is 可得

|P (1)|2 = |1 + p+ iq + r + is|2

= 1 + p2 + q2 + r2 + s2 + 2p+ 2r + 2pr + 2qs (1)

|P (−1)|2 = |1− p− iq + r + is|2

= 1 + p2 + q2 + r2 + s2 − 2p+ 2r − 2pr − 2qs (2)

|P (i)|2 = |−1 + ip− q + r + is|2

= 1 + p2 + q2 + r2 + s2 + 2q − 2r − 2qr + 2ps (3)

|P (−i)|2 = |−1− ip+ q + r + is|2

= 1 + p2 + q2 + r2 + s2 − 2q − 2r + 2qr − 2ps (4)

將上述四個方程式 (1)-(4) 相加，可得

4 = 4 + 4(p2 + q2 + r2 + s2)

由此可知 p = q = r = s = 0，所以 a = b = 0。

【【【解解解法法法二二二】】】 設 ε 為 1 的 n 次單位原根 (primitive root)，其中 n > 2，則利用複
數長度可得

n =
n∑
k=1

|P (εk)|2 = n(1 + |a|2 + |b|2)

所以 a = b = 0。

【【【解解解法法法三三三】】】 藉由積分來取代和來做計算。對所有實數 θ，長度為 1 的複數 z 可表
示為 eiθ，則

1 = |P (eiθ)|2 = (e2iθ + aeiθ + b)(e−2iθ + ae−iθ + b)

= be2iθ + (a+ ab)eiθ + 1 + |a|2 + |b|2 + (a+ ab)e−iθ + be−2iθ



假設積分範圍為 [0, 2π]，可得
∫ 2π

0
cos θ dθ =

∫ 2π

0
sin θ dθ = 0 (即

∫ 2π

0
eiθ dθ =∫ 2π

0
e−iθ dθ = 0)，所以∫ 2π

0

1 dθ =

∫ 2π

0

(
be2iθ + (a+ ab)eiθ + 1 + |a|2 + |b|2 + (a+ ab)e−iθ + be−2iθ

)
dθ

2π = 2π
(
1 + |a|2 + |b|2

)
因此 a = b = 0。

【【【解解解法法法四四四】】】 設 α, β, γ 為複數，使得 |α| = |β| = |γ| = 1 且 α + β + γ = 3，則
α = β = γ = 1。設 w = −1+i

√
3

2

為三次方程式之一根，則

|P (1)| = |wP (w)| = |w2P (w2)| = 1

且

P (1) +wP (w) +w2P (w2) = (1 + a+ b) + (1 + aw2 + bw) + (1 + aw+ bw2) = 3

所以 P (1) = wP (w) = w2P (w2) = 1，也就是 P (1) = 1，P (w) = w−1 = w2,
P (w2) = w−2 = w4。因為只有多項式 P (z) = z2 在次方小於 3 次且滿足條件，所
以 a = b = 0。 �
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