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對於 t = 0, 1, 2, 3, 4，定義 St =
∑110

i=1 a
t
i，其中 ai ∈ {1, 2, 3, 4}。假如 S1 = 310

與 S4 = 13010，試求 S2 的最大和最小值。 答案：1010, 998

解答： 因為 ai 的順序不重要，所以令 w, x, y 與 z 分別表示 ai = 1, 2, 3 與 4 的個數。
然而我們基於這些變數寫出三個方程式。因為總共有 110 個 ai，所以我們可得知

w + x+ y + z = S0 = 110 (1)

w + 2x+ 3y + 4z = S1 = 310 (2)

w + 16x+ 81y + 256z = S4 = 13010 (3)

現在我們能解出這兩個變數：

w = 110− x− y − z (4)

將 (4) 分別代入 (2) 及 (3) 中，可得

x+ 2y + 3z = 200 (5)

及

15x+ 80y + 255z = 12900

⇒ 3x+ 16y + 51z = 2580 (6)

進而，將 (5) 改寫成

x = 200− 2y − 3z (7)

並將 (7) 代入 (6) 即可得

3(200− 2y − 3z) + 16y + 51z = 2580

⇒ 600 + 10y + 42z = 2580

⇒ 5y + 21z = 990

由於 y 與 z 為非負整數，這兩個解為 (y, z) = (9, 45) 或 (30, 40)。求得 w = 9,
x = 47, y = 9 與 z = 45 和 w = 20, x = 20, y = 30 與 z = 40，將前者代入
S2 可得 S2 = 9 + 4 × 47 + 9 × 9 + 16 × 45 = 998 為最小值，後者代入 S2 可得

S2 = 20 + 4× 20 + 9× 30 + 16× 40 = 1010 為最大值。 �
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