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假如 a 與 b 為整數使得 x2 − 3x+ 1 為 ax12 + bx11 − 1 的因式，試求 (a, b) 值？ 答
案：(−17711, 46368)

解答： 令多項式 p(x) = ax12+bx11+1, g(x) = x2−3x+1。假設 g(x) = (x−α)(x−β) =
0 其兩根為 α, β。

利用一元二次方程式公式解，求得 α = 3−
√
5

2
, β = 3+

√
5

2
。另外由韋達定理得知，

α + β = 3 (1)

αβ = 1 (2)

根據題意，因為 g(x) | p(x)，所以 g(x) 的兩根 α, β 亦為 p(x) 的其中兩根，則由
因式定理得 {

aα12 + bα11 = 1

aβ12 + bβ11 = 1

利用二元的克拉瑪公式，可得

∆ =

∣∣∣∣α12 α11

β12 β11

∣∣∣∣ = α12β11 − α11β12 = (αβ)11(α− β)
(??)
= 111(−

√
5) = −

√
5

∆a =

∣∣∣∣1 α11

1 β11

∣∣∣∣ = β11 − α11 (3)

∆b =

∣∣∣∣α12 1
β12 1

∣∣∣∣ = α12 − β12 (4)

因為 α, β 為 g(x) 的兩根，所以可得

g(α) = α2 − 3α + 1 = 0 (5)

g(β) = β2 − 3β + 1 = 0 (6)

將 (??) 及 (??) 分別乘以 αn−2 及 βn−2，得到

αn−2(α2 − 3α + 1) = 0 (7)

βn−2(β2 − 3β + 1) = 0 (8)

假設 Cn = αn − βn，則將 (??) + (??)，可得 Cn − 3Cn−1 + Cn−2 = 0, n ≥ 2 且
C0 = 0, C1 = −

√
5。因此利用迭代得到 (∆a,∆b) =

(
17711

√
5,−46368

√
5
)
。



因此，求得唯一解

(a, b) =

(
∆a

∆
,
∆b

∆

)
= (−17711, 46368) �
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