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設 A 和 B 是實數且 k 是一個正整數，當下式左邊有定義時，證明∣∣∣∣cos kB cosA− cos kA cosB

cosB − cosA

∣∣∣∣ ≤ k2 − 1

解答： 設 x = (A−B)/2, y = (A+B)/2，利用積化和差和和差化積，可將表達式左邊的
分子化簡為
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[cos(kB + A) + cos(kB − A)− cos(kA+B)− cos(kA−B)]
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[cos(kB − A)− cos(kA−B)]

= sin(k − 1)x sin(k + 1)y + sin(k + 1)x sin(k − 1)y

分母可化簡為 2 sinx sin y，我們可以假設分母不是零。因此，我們有∣∣∣∣cos kB cosA− cos kA cosB

cosB − cosA

∣∣∣∣ ≤ 1
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∣∣∣∣ (1)

後面將證明除了 sin z = 0，對所有 z ∈ R 和所有正整數 n, | sinnz| ≤ n| sin z|。因
此由 (1) 得到

cos kB cosA− cos kA cosB

cosB − cosA
≤ k2 − 1

現在證明對所有正整數 n, | sinnz| ≤ n| sin z|。當 n = 1, | sinnz| = n| sin z|，不
等式成立。

接下來利用歸納法證明 | sinnz| < n| sin z|, n ≥ 2。對於 n = 2，我們有 | sin 2z| =
2| cos z| · | sin z| < 2| sin z|，不等式成立。
設 n = k 時，| sin kz| < k| sin z|, k ≥ 2。



當 n = k + 1 時，

| sin(k + 1)z| = | sin kz cos z + cos kz sin z|
≤ | sin kz|+ | sin z|
< k| sin z|+ | sin z|
= (k + 1)| sin z|

得證。 �
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