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設平面坐標上有一點 P (a, a2)，令 `(P ) 代表通過 P 且斜率為 2a 的直線。考慮任意
三角形頂點 P1 = (a1, a

2
1), P2 = (a2, a

2
2), P3 = (a3, a

2
3)，使得通過 P1, P2, P3 之直線

`(P1), `(P2), `(P3) 的三個交點形成一個正三角形 ∆。試求：所有滿足此性質 ∆ 的中心
點軌跡。 答案：準線 y = −1

4

解答： 所有點 P = (a, a2) 皆落在拋物線 y = x2 上，此拋物線的焦點 F =
(
0, 1

4

)
且準線

d : y = −1
4
，我們要證明軌跡為 d。

假設任意點 P 在 p，則直線 `(P ) 是在 P 到 p 的切線，這是因為 `(P ) 包含點 P
且
[

d
dx

]
x2 = 2x。

對任意點 P 在 p 設 P ′ 是從 P 到 d 的垂足，因此 PP ′ = PF。假設 q 是 P ′F 的
垂直平分線，因為 PP ′ = PF 且 q 通過 P。假設 K 是 q 上的任意點且令 K ′ 是
K 到 d 的垂足，因此直角三角形 KK ′P ′, KK ′ 為股且 KK ′ < KP ′ = KF，因
此 K 不落在 p 上。這可推得 q 是在點 P 上對 p 的切線，即 q = `(P )。

Lemma 1: 若點 P 在 p 上，則 `(P ) 是 P ′F 的垂直平分線。

Lemma 2: 若 F 落在 4XY Z 的外接圓上，其垂心為 H，則 F 對
←→
XY ,

←→
XZ,

←→
Y Z

的對稱點會與 H 共線。

【證明】
假設 F, H 對

←→
Y Z 的對稱點為 C ′, J，對

←→
XY 的對稱點為 A′, I，則 ∠JY Z =

∠HY Z = ∠HXZ = ∠JXZ = m(JZ)/2，其中 m(JZ) 為 ĴZ 的圓心角。這可
推得 J 落在 4XY Z 的外接圓上，同樣地，I 也落在外接圓上。因此 ∠C ′HJ =
∠FJH = m(XF )/2,∠A′HX = ∠FIX = m(FX)/2，得到 ∠C ′HJ = ∠A′HX。
因為 J, H, X 共線，所以推得 C ′, H, A′ 亦共線，同樣地，F 對

←→
XZ 的對稱點亦

落在此直線上，故得證。

假設 A, B, C 為 p上的三點，令 `(A)∩`(B) = X, `(A)∩`(C) = Y , `(B)∩`(C) =

Z，且令 A′′, B′′, C ′′ 分別是 A′F , B′F , C ′F 的中點。因為
←−−→
A′′B′′ ‖ A′B′ =

d,
←−−→
B′′C ′′ ‖ B′C ′ = d，所以 A′′, B′′, C ′′ 共線。

由 Lemma 1，我們可以得到 A′′, B′′, C ′′ 是 F 分別對 XY , XZ, Y Z 的垂足，
因此由西姆松定理 (Simson Line Theorem) 得到 F 落在 4XY Z 的外接圓上。若
H 為 4XY Z 的垂心，則由 Lemma 2 得到 H 落在

←−→
A′C ′ = d 上，推得軌跡是 d

的一個子集。



因為我們宣稱此軌跡為 d，因此我們仍然需要證明對於任意在 d 上的 H 存在一
個正三角形其中心為 H 使得直線包含三角形的邊且在 p 相切，因此設 H 是任意
在 d 上的點且令中心為 H 且通過 F 的圓 O，則 A 是一個 d 與 O 的交點。假設
∠HFA = 3θ，且構造在相同半平面通過 F 的

←→
HF 與

←→
HF 夾 2θ。

可以說射線相交 O 於 B 非 F 且設 q 是 HB 的垂直平分線。因為 ∠HFB =
2θ, ∠HFA = 3θ，所以 ∠BFA = θ，推得 ∠AHB = 2θ。因為 HF, HB 有共
同半徑，所以 4HFB 為等腰三角形及 ∠HBF = ∠HFB = 2θ。令 P ′1 是 F 對
q 的對稱點，因此 2θ = ∠FBH = ∠C ′HB，推得 ∠C ′HB = ∠AHB。因此得到
P ′1 落在

←→
AH = d 上，其代表 q 是 FP ′1 的垂直平分線。

假設 q 交 O 於 Y, Z 且設 X 是 O 上相對 B 的點，令 HB 交 q 於 M，因此
HM = HB/2 = HZ/2，推得 4HMZ 是 30-60-90 的直角三角形且 ∠ZHB =
60◦。因此 ∠ZHY = 120◦, ∠ZXY = 60◦，因為 ZX = ZY，所以 4ZXY 是中
心為 H 的正三角形。

由 Lemma 2, 得到 F 分別對
←→
XY ,

←→
XZ 的對稱點為 P ′2, P

′
3 落在 d 上，設

←→
Y Z 交

通過 P ′1 與 d 垂直的線於 P1，且
←→
XY 交通過 P ′2 與 d 垂直的線於 P2，且

←→
XZ 交

通過 P ′3 與 d 垂直的線於 P3，因此 P ′1, P
′
2, P

′
3 有 FPi = PiP ′i , i = 1, 2, 3 及

P1, P2, P3 在 p 上。

由 lemma 1, `(P1) =
←→
Y Z, `(P2) =

←→
XY , `(P3) =

←→
XZ，故得證。 �
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