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一菱形 PQRS 內接於矩形 ABCD，所以有頂點 P , Q, R, S 分別為 AB, BC, CD
和 DA 邊上的點。現在給定 PB = 15, BQ = 20, PR = 30 和 QS = 40。試求矩形
ABCD 的周長。 答案：672/5

解答： 如下圖

【【【解解解法法法一一一】】】 令 O 此菱形的中心點。平行邊相等且內錯角相等，所以有下列兩組
對稱於 O 的全等三角形 (△BPQ ∼= △DRS, △APS ∼= △CRQ)。因此 O 也為此
矩形的中心點。根據畢氏定理菱形的邊 PQ =

√
152 + 202 = 25。由於菱形的對角

線互相垂直且平分，就可得 OP = 15, OQ = 20。因為 ∠POQ = 90◦，所以四邊
形 BPOQ 為圓內接四邊形。根據托勒密定理 25 ·OB = 20 · 15 + 15 · 20 = 600。
同樣地，APOS 為圓內接四邊形。令 AP = x, AS = y。畢氏定理可以知道

x2 + y2 = 625 (1)

為了要求出 y，我們得到 y = 40− 4
3
x。代入 (1)，

x2 +

(
40− 4

3
x

)2

= 625

5x2 − 192x+ 1755 = 0

x =
192±

√
1922 − 4 · 5 · 1755

10
= 15,

117

5

x = 15 代入得 y = 20，所以 QS 平行 AB，QS = 30，所以矛盾。將 x = 117
5
代

入得 y = 44
5
。ABCD 的周長為 2

(
20 + 15 + 117

5
+ 44

5

)
= 672

5
。

【【【解解解法法法二二二】】】 從上面我們知道 OB = 24 且 BD = 48。從 BPOQ 知道 ∠PQO =
∠PBO = ∠ABD，因此 △ABD ∼ △OQP 為 AA 相似。所以

AD

BD
=

OP

PQ
⇒ AD

48
=

15

25
⇒ AD =

144

5



類似方法得
AB

BD
=

OQ

PQ
⇒ AB

48
=

20

25
⇒ AB =

192

5

所以矩形 ABCD 的周長為 2(AB + AD) = 2
(
192
5

+ 144
5

)
= 672

5
。

【【【解解解法法法三三三】】】 三角形 QOB, OBC 為等腰三角形，而且為相似三角形（因為
∠QOB = ∠OBC），因此 BQ

OB
= OB

BC
⇒ OB

2
= BC · BQ。OB 的長可由三角形

BPQ 的面積得到

BP ·BQ =
OB

2
· PQ ⇒ OB =

2BP ·BQ

PQ
⇒ OB = 24

OB
2
= BC ·BQ ⇒ 242 = (20 + CQ) · 20 ⇒ CQ =

44

5

從直角三角形 CRQ 我們知道 RC
2
= 252−

(
44
5

)2 ⇒ RC = 117
5
。因為線段 OB 是

以 AO, CO 為直徑的圓的切線，由割線定理可得 OB
2
= BP ·BA，因此我們可求

出 AP，此周長為 2(PB +BQ+QC + CR) = 2
(
15 + 20 + 44+117

5

)
= 672

5
。

【【【解解解法法法四四四】】】 為了方便計算，令 ∠PQS = θ。由於對角的三角形為全等的，所以
我們知道 ∠BQR = 3θ，因此 ∠QRC = 3θ−90◦。令 CQ = a，則我們得 sin(3θ−
90◦) = a

25
或是 − cos 3θ = a

25
。利用三倍角公式 cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θ，由於

我們知道 cos θ = 4
5
，我們可以解 a。之後計算方式參考前方法。

【【【解解解法法法五五五】】】 在我們把簡圖給畫出來後，可以得知有四個直角三角形有邊長 15, 20,
25。設 RDS 三角形的點為 D(0, 0), S(0, 20), R(15, 0)。由於每一個直角三角形都
可以被切割成兩個相似的三角形，點 (0, 0) 到斜邊的距離為 12。(0, 0) 對斜邊作映
射可得第二個直角三角形的第三個點（恰為菱形對角線的交點）為 (19.2, 14.4)。根
據 (15, 0) 映射到對角線 SQ 我們得到 P (23.4, 28.8)。由 P 的 x 座標再加上 15，
我們得到 B(38.4, 28.8)。所以周長等於 (38.4 + 28.8) · 2 = 672

5
。 �

答案請寄至－高雄市中山大學應數系圖書館的『雙週一題』信箱，或
傳真 07-5253809，或利用電子郵件信箱 nsysu.problem@gmail.com (主旨
為p 103 年春季第 X 題解答y) 。解答上請註明姓姓姓名名名、校校校名名名、校校校址址址縣縣縣市市市、
系系系所所所、年年年級級級 、班班班級級級、學學學號號號和 E-mail。


