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解答： 【【【解解解法法法一一一】】】

由題�即證明下列`限
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由觀察得知
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因此猜測當 n ≥ 1 時，下列恆等式成立
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一步由歸納法可確定 (n + 2)2 = n2 + 4n + 4 = 1 + (n + 1)(n + 3) = 1 + (n +
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另一面，對任何 α > 1 和 x > 0 時，
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由 (1) 式的最內層�始重複運用上述不等式，並取 α =
√

(n + 2)2 可得

√
1 + n

√
(n + 2)2 ≤ √

α
√

1 + n
√

1 + (n− 1)

√
1 + n

√
(n + 2)2 ≤

√
1 +

√
α(n− 1)

√
1 + n

≤ α2−2

√
1 + (n− 1)

√
1 + n

...

因此
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又因為 limn→∞(n + 2)21−n
= 1，再由夾擠定理可得知
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【【【解解解法法法二二二】】】

考慮函數 f : [1,∞) → R
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接著擷取成 n 個平方根，我們”得到一個遞增數列。然而，我們必6找出此數列的



上界。根據
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可推得當 x ≥ 1 時 f(x) ≤ 4x。我們再觀察
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由於這將”造成發散的因素，我們可削減不等式為 f(x) ≥ 1
2
(x + 1)。並將所定義的

關係式平方則可得到此方程式

(f(x))2 = xf(x + 1) + 1

再與
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作結合我們”得到
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一步清‰地推導出雙邊不等式
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連續重複討論下去，我們”發現當 n ≥ 1 時，
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假如在此雙邊不等式我們令 n → ∞，即可得到 x + 1 ≤ f(x) ≤ x + 1，因此
f(x) = x + 1。本題目則是由 Ramanujan 公式所產生 x = 2 的特別案例為
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