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設 w 為方程式
11z10 + 10iz9 + 10iz − 11 = 0

的根，證明 |w| = 1。(i2 = −1)

解答： 將方程式

11z10 + 10iz9 + 10iz − 11 = 0

z9(11z + 10i) + 10iz − 11 = 0

移項，改寫為 z9 =
11 − 10iz

11z + 10i
。假設 z = a + bi，則

|z9| =

∣∣∣∣11 − 10iz

11z + 10i

∣∣∣∣ =
|11 − 10iz|
|11z + 10i|

=
|11 − 10i(a + bi)|
|11(a + bi) + 10i|

=
|(11 + 10b) − 10ai|
|11a + i(11b + 10)|

=

√
121 + 220b + 100(a2 + b2)√
121(a2 + b2) + 220b + 100∣∣z9

∣∣2 =
121 + 220b + 100(a2 + b2)

121(a2 + b2) + 220b + 100

設 f(a, b) = 121+220b+100(a2 + b2) 和 g(a, b) = 121(a2 + b2)+ 220b+100，則

f(a, b) − g(a, b) = 121 + 220b + 100(a2 + b2) − 121(a2 + b2) + 220b + 100

= 21
(
1 − (a2 + b2)

)
= 21

(
1 − |z|2

)
討論 |z| 的範圍：

i 假設 |z| > 1 (即 a2 + b2 > 1)，則 g(a, b) > f(a, b)，所以 |z9| < 1 得到矛
盾。

ii 假設 |z| < 1 (即 a2 + b2 < 1)，則 g(a, b) < f(a, b)，所以 |z9| > 1 得到矛
盾。

因此 |z| = 1。 �
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