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設 n 為非負的整數，證明比 (
√

3 + 1)2n 大的最小整數可被 2n+1 整除。

解答： 【【【解解解法法法一一一】】】 解題的關鍵是下一個比 (1+
√

3)2n的整數是 (1+
√

3)2n+(1−
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3)2n。
對於每個正整數 n，存在整數 An 和 Bn 由二項式定理可得
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因此 (1 +
√

3)2n + (1 −
√

3)2n = 2An 為整數 (: 因為 |1 −
√

3| < 1 會有 0 <
(1−

√
3)2n < 1)。因此 2An 的確是比 (1 +

√
3)2n 大的下一個整數。

因此此問題是變成要證明 2An 可以被 2n+1 整除，或是 An 可被 2n 整除。
我們假設對於所有 n，An 和 Bn 可以被 2n 整除。接下來用歸納法證明。因為
A1 = 4 和 B1 = 2，因此對於 n = 1 成立。假設 n = k 時成立，那麼會有
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所以

Ak+1 = 2(2Ak + 3Bk)

Bk+1 = 2(Ak + 2Bk)

這和我們的假設二個都可以被 2k+1 整除相同，所以得證。 �



【【【解解解法法法二二二】】】 因為 |1 −
√

3| < 1 會有 0 < (1 −
√

3)2n < 1，假設下個整數是
Cn = (1 +

√
3)2n + (1−

√
3)2n。接下來要證明 Cn 可被 2n+1 整除。考慮
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= (4 + 2
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的解為 λ1 與 λ2，那麼會有特徵函數 λ2 − 8λ + 4 = 0，因此會有遞迴關係 Cn+2 =
8Cn+1 + 4Cn。假設 Cn 可被 2n+1 整除，則 Cn+1 可被 2n+2 整除，那麼會有 4Cn

可被 2n+3 整除與 8Cn+1 可被 2n+5 整除，所以 Cn+2 可被 2n+3 整除。 �
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