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試證對每個 n > 1 的整數下列多項式方程式
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無有理根的解。

解答： 首先我們先看對每個 k > 0 的整數和質數 p，pk 不能整除 k!。事實上對於 pr | k!
其中 p 的最高次方 r 為
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現在假設 α 為給定方程式中的一個有理根，則
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從 (1) 式來看 α 必須為一個不等於 ±1 的整數。因為若 α = 1 時，每項係數都為
> 1 的整數取總和必大於零; 若 α = −1 時，則

n 為奇數時:
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n 為偶數時:
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接著運用

整係數多項式的一次因式檢驗法(牛頓定理)
設 f(x) = axn + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 為整係數 n 次多項式，若 ax − b 為
f(x) 的因式，其中 a, b 為整數且互質，則 a | an 且 b | a0。

令 p 為 n 的質因數且在 pr | n! 中 r 是 p 的最高次方，又因為 (1) 式的領導係數為
1 使得 ±1 | 1，則 p |

(
α = pr

±1

)
。由於 pk | αk 和 pk - k!，我們得到 pr+1 | n!αk/k!

其中 k = 1, 2, . . ., n。但此由方程式 (1) 得到 pr+1 | n! 為一矛盾。 �
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