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證明三度空間上的任意向量 a, b

|a× b|3 ≤ 3
√
3

8
|a|2|b|2|a− b|2

附註: × 代表向量的外積。

解答： 若 a = 0, b = 0 或 a‖b 則不等式明顯成立。然而對其他情況而言，我們考慮一
個三角形 ABC 使得

−−→
CB = a,

−→
CA = b 和

−→
AB = c。我們再將 α, β, γ 分別視為

∠A, ∠B 和 ∠C。因為 |a× b| = |a||b| sin γ，則不等式為

|a|3|b|3 sin3 γ ≤ 3
√
3

8
|a|2|b|2|a− b|2

可簡化成

|a||b| sin3 γ ≤ 3
√
3

8
|c|2

由正弦定理

2R sinα · 2R sin β · sin3 γ ≤ 3
√
3

8
(2R sin γ)2

可再進一步簡化為

sinα sin β sin γ ≤ 3
√
3

8

最後由 Jensen 不等式運用函數 f(x) = ln sinx，因為 f ′(x) = cotx 為嚴格遞減所
以當 0 < x < π 時 f(x) 為開口向上的圖形。
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班班班級級級、學學學號號號和 E-mail。


