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令a, b, c分別為長方體的長寬高，d為對角線長，試證

a2b2 + b2c2 + c2a2 ≥ abcd
√

3

解答：

解法(一) 因為長方體中的對角線長可表示成

d =
√

a2 + b2 + c2

所以題目原式可改寫成

a2b2 + b2c2 + c2a2 ≥ abc
√

a2 + b2 + c2
√

3 (1)

將上式兩邊同時平方後可得

(a2b2 + b2c2 + c2a2)2 ≥ 3a2b2c2(a2 + b2 + c2)

由於(1)式兩邊皆為非負，因此原證明等價於證明

(a2b2 + b2c2 + c2a2)2 − 3a2b2c2(a2 + b2 + c2) ≥ 0 (2)

而(2)式左邊經由代數運算後可得

(a2b2 + b2c2 + c2a2)2 − 3a2b2c2(a2 + b2 + c2)

= a4b4 + b4c4 + c4a4 − a2b2c2(a2 + b2 + c2)

=

(
1

2
a4b4 − a4b2c2 +

1

2
a4c4

)
+

(
1

2
b4c4 − a2b4c2 +

1

2
b4a4

)

+

(
1

2
c4a4 − a2b2c4 +

1

2
c4b4

)

=
a4

2
(b2 − c2)2 +

b4

2
(c2 − a2) +

c4

2
(a2 − b2)2 (3)

又平方有非負的性質，故(a2b2 + b2c2 + c2a2)2 − 3a2b2c2(a2 + b2 + c2) ≥ 0；
由(3)式可輕易推得等號成立於a = b = c時，而此時長方體即為一個立方體。

解法(二) 令x = a2, y = b2, z = c2，且長方體中的對角線長可表示成

d =
√

a2 + b2 + c2 =
√

x + y + z



因此原證明等價於證明

xy + yz + zx ≥
√

3xyz(x + y + z)

因為上式兩邊皆為非負，所以等同6證明(xy+yz +zx)2 ≥ 3xyz(x+y+z)。
將前式展�移4整理後可得

x2y2 + y2z2 + z2x2 ≥ xyz(x + y + z) (4)

所以證明原式等價於證明式(4)。首先宣稱式(4)恆成立。由柯西不等式可知

(x2y2 + y2z2 + z2x2)(z2x2 + x2y2 + y2z2) ≥ (xyz(x + y + z))2

即(x2y2+y2z2+z2x2)2 ≥ (xyz(x+y+z))2。因為x2y2+y2z2+z2x2和xyz(x+
y + z)皆為非負，所以

x2y2 + y2z2 + z2x2 ≥ xyz(x + y + z)

得證原式恆成立。

解法(三) 令x = a2, y = b2, z = c2，且長方體中的對角線長可表示成

d =
√

a2 + b2 + c2 =
√

x + y + z

因此原證明等價於證明

xy + yz + zx ≥
√

3xyz(x + y + z) (5)

首先宣稱式(5)恆成立。由排序不等式中的5序和不小於B序和可知

(xy)2 + (yz)2 + (zx)2 ≥ xy · yz + yz · zx + zx · xy

將上式兩邊同時加上2xyz(x + y + z)且經由整理後可得

(xy + yz + zx)2 ≥ 3xyz(x + y + z)

因為xy + yz + zx和3xyz(x + y + z)皆為非負，所以

xy + yz + zx ≥
√

3xyz(x + y + z)

得證原式恆成立。 2

答案請寄至－高.市中山大學應數系圖書館的『雙�一題』信箱，或F真07-5253809，
或利用電子件信箱problem@math.nsysu.edu.tw (主旨為p雙�一題y) 。解答上請註明
姓名、校名、校址縣市、系所、年級、班級、學號和E-mail。


