
[雙�一題]網路數學問題徵答
九十八學年度第一學期

主辦單位: 中山大學應用數學系

補助單位: 教育部

第三題: 98.10.16公佈，98.10.30中午12點截止

設n為≥ 3的正整數，α, β, γ為複數且滿足αn = βn = γn = 1, α + β + γ = 0。證
明n為3的倍數。

解答： 【【【解解解法法法一一一】】】 不失一般性可設α = 1(在α+β + γ = 0的兩邊同除以α得1+ β
α

+ γ
α

=

0，令α1 = 1, β1 = β
α
, γ1 = γ

α
)，且0 ≤ arg β < arg γ ≤ 2π。

因為βn = γn = 1，可知β, γ的模(絕對值)為1，所以(β, γ)所成/合相當於在單位i
上(i心(0, 0)，半徑1)，如下圖所示。

由於方程式β + γ = −1，可令β, γ的虛部互為相反數，

Im(β + γ) = Im(β) + Im(γ) = 0 (1)

或Im(β) = −Im(γ)；β, γ的實部關係為

Re(β) + Re(γ) = −1 (2)

由題�可知|β| = |γ| = 1，因此Re(β) = Re(γ) = −1
2
，同時滿足(1)與(2)的β =

e
2πi
3 , γ = e

4πi
3 。由βn = 1推得e

2πin
3 = 1，這G在n為3的倍數時出現。

Imβ

Imγ

【【【解解解法法法二二二】】】 【參考參賽者王嘉慶老師】
令複數平面上的三個點A,B, C分別表示複數α, β, γ。因為

αn = βn = γn = 1 ⇒ |α| = |β| = |γ| = 1



所以A,B, C都在單位i上，故原點O為4ABC的外心。

又α + β + γ = 0，所以原點O為4ABC的重心。

假設M為BC的中點，則因為O為4ABC的重心，所以A,O, M共線。

因為O為4ABC的外心，所以O在BC的中垂線上；因為M為BC的中點，所以M也
在BC的中垂線上；故A也在BC的中垂線上，於是可知AB = AC。同理可證
得BA = BC，故4ABC為正三角形。

不妨設A,B, C在單位i上依序為逆時針方向排列，則

β = α · (cos 120◦ + i sin 120◦)

⇒βn = αn · (cos 120n◦ + i sin 120n◦)

⇒1 = 1 · (cos 120n◦ + i sin 120n◦)

⇒1 = cos 120n◦ + i sin 120n◦

⇒120n◦ = 360k◦, 其中k ∈ Z
⇒n = 3k, 其中k ∈ Z

故n為3的倍數。

【【【解解解法法法三三三】】】 【參考參賽者洪允東老師之解法二】
αn = βn = γn = 1 ⇒ α, β, γ皆為zn = 1的根，故可令





α = cos 2aπ
n

+ i sin 2aπ
n

β = cos 2bπ
n

+ i sin 2bπ
n

, a, b, c ∈ Z
γ = cos 2cπ

n
+ i sin 2cπ

n

由題�可知

α+β+γ =

(
cos

2aπ

n
+ cos

2bπ

n
+ cos

2cπ

n

)
+i

(
sin

2aπ

n
+ sin

2bπ

n
+ sin

2cπ

n

)
= 0

則

{
cos 2aπ

n
+ cos 2bπ

n
+ cos 2cπ

n
= 0

sin 2aπ
n

+ sin 2bπ
n

+ sin 2cπ
n

= 0

移4且平方可得

{(
cos 2aπ

n
+ cos 2bπ

n

)2
=

(− cos 2cπ
n

)2

(
sin 2aπ

n
+ sin 2bπ

n

)2
=

(− sin 2cπ
n

)2 (3)



(3)兩式相加整理可得

1 + 1 + 2

(
cos

2aπ

n
cos

2bπ

n
+ sin

2aπ

n
sin

2bπ

n

)
= 1 (4)

2 cos

(
2aπ

n
− 2bπ

n

)
= −1 (5)

cos
2(a− b)π

n
= −1

2
(6)

由(6)可知2(a−b)π
n

= 2π
3

+ 2kπ或2(a−b)π
n

= 4π
3

+ 2kπ, k ∈ Z。
分兩種情況討論：

i. 若2(a−b)π
n

= 2π
3

+ 2kπ，則

(a− b)π

n
=

π + 3kπ

3
n(3k + 1) = 3(a− b)

可知3|n(3k + 1)，又(3, 3k + 1) = 1，因此3|n。
ii. 若2(a−b)π

n
= 4π

3
+ 2kπ，則

(a− b)π

n
=

2π + 3kπ

3
n(3k + 2) = 3(a− b)

可知3|n(3k + 2)，又(3, 3k + 2) = 1，因此3|n。
由(i),(ii)知n為3的倍數。 ¤

答案請寄至－高.市中山大學應數系圖書館的『雙�一題』信箱，或F真07-5253809，
或利用電子件信箱problem@math.nsysu.edu.tw (主旨為p雙�一題y) 。解答上請註明
姓名、校名、校址縣市、系所、年級、班級、學號和E-mail。


