
利用的定理: 可解析(可微分)函數的特質 
我們來看複變函數論在熱力學中的應用, 我們知道一個均勻材料物體內的熱

傳導是由熱方程式決定  

,22 TkTt ∇=  

其中 T  是溫度, tT  是 T  對時間的偏微分. 2k  是ㄧ個正的常數. (其數值

依照物體的材料而定) 如果該問題是穩定的(也就是說溫度不隨著時間而改

變), 且是平面上的二維問題, 此熱方程式可以簡化到二維空間的 Laplace 方

程式決定 .02 =+=∇ yyxx TTT  

其中 ),( yxT 是熱位能且可為複數位能 ),()( yxPzP = 的實部

),(),(),()( yxiQyxTyxPzP +== , 在特別情況下, 當 ),( yxT 是ㄧ個常數時,
我們稱 ),( yxT  爲等溫線, ),( yxQ 是常數時, 我們稱 ),( yxQ  爲熱流線, 熱
量會沿著此曲線由高溫處流往低溫處. 我們之所以要引進複數位能的理由是

能像之前應用的問題, 靜電學上的靜電位能是和熱位能基本上在數學上是同

樣計算的同質性問題, 我們會用下面問題作解釋.  
問題: 在兩個半圓型板 H1, H2 分別具有靜電位能 -1KV 和 1KV 之間的靜

電位能函數為何? 我們如果把-1KV 和 1KV 改成 -10 度和 10 度靜電位能函

數就是熱位能函數, 其中數學上的解法是ㄧ模一樣的, 當然原本題目中的物

理性質如電力等位線就是等溫線, 電力線就是熱流線, 現在要回到我們的問

題: 在一個無窮平面板的邊界 1,1 +=−= xyxy ,  分別保持 0 度與 10 度, 求
其熱位能和複數位能函數. 
解: 因為熱位能函數滿足 Laplace 方程式且此問題為二維, 我們可以假設 

lxykyxT +−= )(),( , 其中 lk,  是待求的未知數.  
其中假設 )( xyk −  是方便計算因為邊界是 1,1 +=−= xyxy . 所以帶入邊

界值後 我們可以得到 0)1()1,( =−=+−−=− kllxxkxxT  和 
10)1()1,( =+=+−+=+ lklxxkxxT , 所以可以得到 .5== lk  所以我們可

以得到熱位能函數 .555),( +−= xyyxT   
   複數位能函數則是要找 ),( yxQ 是 ),( yxP 的虛部使得 ),( yxP 爲可解析(可微分)

函數. 所以我們有
x
Q

y
T

y
Q

x
T

∂
∂

−==
∂
∂

∂
∂

=−=
∂
∂ 5,5 . 故此 .55),( cyxyxQ +−−=  

所以我們得到複數位能函數 ).55(555),()( cyxixyyxQzQ ++−+−==  
電學上的靜電位能可變成數學上的熱位能, 但在某些情況下, 新的問題可能

產生. 例如牽扯到某些在靜電場中, 不具有任何物理意義或實際上雖然沒有

任何用處的邊界值條件, 但在熱位能上, 我們卻可以看到實際的問題. 
   複數分析對工程師和物理學家來說是很有用的工具, 姑且不談此領域當中數

學結構的美妙, 光看她在應用數學當中的地位, 似乎是不可取代並且有增無



減, 例如近來物理上的”場論”(Field Theories)研究和黎曼區面的關係. 
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