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學系： 學號： 姓名：
注注注���：：：禁禁禁止止止使使使用用用計計計算算算器器器。。。
問題 1: 10分 2: 10分 3: 10分 4: 10分 5: 10分 總分: 100分

得分

問題 6: 10分 7: 10分 8: 10分 9: 10分 10: 10分
得分

1. 設 f(x) =

{
0, 如果 x 為有理數

1, 如果 x 為無理數
和 g(x) =

{
0, 如果 x 為有理數

x, 如果 x 為無理數
，

求 limx→0 f(x) 和 limx→0 g(x)。 不存在; 0

解答: f(x) =

{
0, 如果 x 為有理數

1, 如果 x 為無理數

g(x) =

{
0, 如果 x 為有理數

x, 如果 x 為無理數.

不論 x多接近 0，仍”有無限多個有理數和無理數，所以 limx→0 f(x)
不存在。
當 x 接近 0，函數的二個部份都接近 0，所以 limx→0 g(x) = 0。 ¤

2. 設 f 為可�的函數且 f ′(c) = 3，求 f ′(−c) 如果

(a) f 為奇函數 3

(b) f 為偶函數 −3

解答: (a) 如果 f ′(c) = 3 和 f 為奇函數，則 f ′ 為偶函數，那麼 f ′(−c) =
f ′(c) = 3。

(b) 如果 f ′(c) = 3 和 f 為偶函數，則 f ′ 為奇函數，那麼 f ′(−c) =
−f ′(c) = −3。 ¤

3. 對於所有實數 x，求 | sin x + cos x + tan x + cot x + sec x + csc x| 的最小
值。 2

√
2− 1

解答: 末四4可以改寫成

tan x + cot x + sec x + csc x =
sin x

cos x
+

cos x

sin x
+

1

cos x
+

1

sin x

=
sin2 x + cos2 x + sin x + cos x

sin x cos x
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=
1 + sin x + cos x

sin x cos x

(
sin x + cos x− 1

sin x + cos x− 1

)

=
(sin x + cos x)2 − 1

sin x cos x(sin x + cos x− 1)

=
2 sin x cos x

sin x cos x(sin x + cos x− 1)

=
2

sin x + cos x− 1

令 t = sin x + cos x− 1，則絕對值內的表達式為

f(t) = sin x + cos x +
2

sin x + cos x− 1

= (sin x + cos x− 1) + 1 +
2

sin x + cos x− 1
= t + 1 +

2

t

因為 sin
(
x + π

4

)
= sin x cos π

4 + cos x sin π
4 =

√
2

2 (sin x + cos x),

sin x+cos x ∈ [−√2,
√

2] 和 t = sin x+cos x− 1 ∈ [−1−√2,−1+√
2]。

f ′(t) = 1− 2

t2
=

t2 − 2

t2
=

(t +
√

2)(t−√2)

t2

f(−1 +
√

2) = −1 +
√

2 + 1 +
2

−1 +
√

2

=
√

2 +
2√

2− 1

=
4−√2√

2− 1

(√
2 + 1√
2 + 1

)
= 2 + 3

√
2

對於 t > 0, f 是遞減，而且 f(t) > f(−1 +
√

2) = 2 + 3
√

2。對
於 t < 0, f 在 (−√2 − 1,−√2) 為遞增，在 (−√2, 0)為遞減。所以
f(t) < f(−√2) = 1− 2

√
2。最後，|f(t)| ≥ 2

√
2− 1。如下圖： ¤

-3 -2 -1 1 2 3
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15
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【【【註註註】】】 或用算幾不等式可得

t +
2

t
≥ 2

√
2 當 t > 0

t +
2

t
≤ −2

√
2 當 t < 0

4. 證明所有有三個相異實根的三次函數，存在一個反曲點且該點 x 的坐標為

三個根的平均值。

解答: 設 f 的根都是實數，將函數展�成 f(x) = a(x− r1)(x− r2)(x− r3)
其中 r1, r2 和 r3 為 f 的相異根。從有三個因式的函數的乘法原理，
”有

f ′(x) = a[(x− r1)(x− r2) + (x− r1)(x− r3) + (x− r2)(x− r3)]

f ′′(x) = a[(x− r1) + (x− r2) + (x− r1) + (x− r3) + (x− r2) + (x− r3)]

= a[6x− 2(r1 + r2 + r3)]

當 x = r1+r2+r3

3 = ( r1, r2 和 r3 的平均)時，則 f ′′(x) = 0。最後當
x < r1+r2+r3

3 和當 x > r1+r2+r3

3 時 f ′′(x) 為異號，亦即函數的圖形
在 r1+r2+r3

3 的兩側為一凸和一凹，因此
(

r1+r2+r3

3 , f
(

r1+r2+r3

3

))
為反

曲點。 ¤

5. 設 F (x) =
∫ x2

0 sin θ2 dθ，求 F ′(x)。 2x sin x4

解答: 使用來布尼茲積分法則：設 F (x) =
∫ b(x)

a(x) f(x, t) dt 是可�函數，則

F ′(x) = f(x, b(x))b′(x)− f(x, a(x))a′(x) +

∫ b(x)

a(x)

∂

∂x
f(x, t) dt

= sin
(
x2)2

(2x) = 2x sin x4 ¤

6. 求 limn→∞(cos 1
n)n。 1

解答: 令 y = f(x) = (cos x)
1
x , x ≥ 0，則 limn→∞(cos 1

n)n = limx→0+ f(x)。

lim
x→0+

ln f(x) = lim
x→0+

ln cos x

x
(分子分母同時趨近 0)

= lim
x→0+

− sin x
cos x

1
(羅必達法則)

= 0

所以 limx→0+ f(x) = e0 = 1。 ¤
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7. 判斷下列瑕積分收斂或發散： 收斂
∫ ∞

e

ln x

x2 dx

解答: (下列第一式分子分母同時趨近 ∞) 用羅必達法則得

lim
x→∞

ln x√
x

= lim
x→∞

(ln x)′

(
√

x)′
= lim

x→∞
2

√
x

x
= 0

又
∫ ∞

M

ln x

x2 dx ≤
∫ ∞

M

√
x

x2 dx 當 M 夠大

∫∞
M

ln x
x2 dx =

∫∞
M

1
x

3
2
dx 收斂，所以

∫∞
e

ln x
x2 dx 也收斂。 ¤

8. 求曲線 y = ex+e−x

2 在 −1 ≤ x ≤ 1 之 的弧長。 e− e−1

解答: 令 x = t 及 y(t) = et+e−t

2 ，則

弧長 =

∫ 1

−1

√
x′(t)2 + y′(t)2 dt

=

∫ 1

−1

√
1 +

(
et − e−t

2

)2

dt

=

∫ 1

−1

√(
et + e−t

2

)2

dt

=

∫ 1

−1

et + e−t

2
dt

=
et − e−t

2

∣∣∣∣
t=1

t=−1
= e− e−1 ¤

9. 令 F (x) =
∫ x

0
t

1+t2 dt，

(a) 找一點 a 使得 F (a) =
∑∞

k=0
(−1)k

2k+2。 1 或 −1

(b) 求
∑∞

k=0
(−1)k

2k+2 之值。
1
2 ln 2

解答:
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(a) 因為 t
1+t2 = t

∑∞
k=0(−t2)k，

F (x) =

∫ x

0

t

1 + t2
dt =

∞∑

k=0

∫
t(−t2)k dt =

∞∑

k=0

(−1)k

2k + 2
x2k+2

所以

∞∑

k=0

(−1)k

2k + 2
= F (1) 或 F (−1)

(b)

∞∑

k=0

(−1)k

2k + 2
= F (1) =

∫ 1

0

t

1 + t2
dt =

1

2
ln(1 + t2)

∣∣∣∣
t=1

t=0
=

1

2
ln 2 ¤

10. 設曲線 C 的`座標方程式為 r = 2 sin θ, 0 ≤ θ ≤ 2π，求 C 所圍區域繞

x-�旋轉所得旋轉體的體積。 2π2

解答: 【【【解解解法法法一一一】】】 由 r = 2 sin θ，可得 r2 = 2r sin θ，亦即 x2+y2 = 2y，
如下圖：

1

2

1−1

b

O

b

C

前式可表為 x2 + (y − 1)2 = 1 或 y = 1±√1− x2，所得旋轉體體積
為

π

∫ 1

−1

(
1 +

√
1− x2

)2
−

(
1−

√
1− x2

)2
dx = 4π

∫ 1

−1

√
1− x2 dx

令 x = sin u，則有

4π

∫ π
2

−π
2

√
1− sin2 u cos u du = 4π

∫ π
2

−π
2

cos2 u du

= 4π

∫ π
2

−π
2

1 + cos 2u

2
du

= 2π2
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【【【解解解法法法二二二】】】 曲線 C 為一i，其面積是 A = π、i心是 (0, 1)，繞
x-�旋轉一圈其周長為 2πr = 2π，由 Theorem of Pappus 得旋轉體
體積為 A× (2πr) = π × (2π) = 2π2。 ¤


