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學系： 學號： 姓名：
注注注���：：：禁禁禁止止止使使使用用用計計計算算算器器器。。。
問題 1: 10分 2: 10分 3: 10分 4: 10分 5: 10分 總分: 100分

得分

問題 6: 10分 7: 10分 8: 10分 9: 10分 10: 10分
得分

1. 計算 lim
x→3

√
x + 6− x

x3 − 3x2 。 答案：− 5
54

解答:

lim
x→3

√
x + 6− x

x3 − 3x2 = lim
x→3

(
√

x + 6− x)(
√

x + 6 + x)

(x3 − 3x2)(
√

x + 6 + x)

= lim
x→3

x + 6− x2

(x3 − 3x2)(
√

x + 6 + x)

= lim
x→3

−(x− 3)(x + 2)

x2(x− 3)(
√

x + 6 + x)

= lim
x→3

−(x + 2)

x2(
√

x + 6 + x)

= − 5

9(3 + 3)
= − 5

54
¤

2. 已知橢i方程式 x2 + 2y2 = 1，試求出橢i上切線斜率為 1 的點。 答

案：
(
− 2√

6
, 1√

6

)
及

(
2√
6
,− 1√

6

)

解答: 已知 x2 + 2y2 = 1 ⇒ 2x + 4yy′ = 0 ⇒ y′ = − x
2y = 1 ⇒ x = −2y。

因為所求的點落在橢i上，所以我們有 (−2y)2 + 2y2 = 1 ⇒ 6y2 =

1 ⇒ y = ± 1√
6
，因此所求點為

(
− 2√

6
, 1√

6

)
及

(
2√
6
,− 1√

6

)
。 ¤

3. 試證多4式 f(x) = 2x3 − 3x2 − a2x + b, a ∈ R, b ∈ R，在閉區 [0, 1]
上最多只有一個零根。

解答: 因為 f(x) 在區 [0, 1] 是連續且可�，由 Rolle’s 定理可得若 f(x) =
0 在區 [0, 1] 有兩個解，則存在 c ∈ (0, 1) 使得 f ′(c) = 0。對原函
數作�分可得

f ′(x) = 6x2 − 6x− a2 = 6

(
x2 − x− a2

6

)
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= 6

[(
x− 1

2

)2

− 1

4
− a2

6

]
;

f ′(x) = 0 ↔
(

x− 1

2

)2

=
1

4
+

a2

6
≥

(
1

2

)2

↔
∣∣∣∣x−

1

2

∣∣∣∣ ≥
1

2
,

若 f ′(x∗) = 0，因為 x∗ 到 1
2 最短距離至少要

1
2，因此 x∗ /∈ (0, 1)，

所以 f(x) = 0 在區 [0, 1] 最多有一個解。 ¤

4. 試求在一個半徑為 r 的球內，內切i錐的最大體積。 答案：32πr3

81

解答: 如下圖 y2 = r2 − x2，i錐的體積為

V =
1

3
πy2(r + x) =

1

3
π(r2 − x2)(r + x), −r ≤ x ≤ r

因為 V ′(x) = π
3

[
(r2 − x2)(1) + (r + x)(−2x)

]
= π

3 (r +x)(r−3x)，
當 x = −r 或 x = r

3 時 V ′(x) = 0 成立。

當 x 為兩端點時，其體積 V (r) = 0 = V (−r)，所以體積最大值發生

在 x = r
3，且體積為 V

(
r
3

)
= π

3

(
r2 − r2

9

) (4r
3

)
= 32πr3

81 。 ¤

5. 試求使得曲線 y(x) =

∫ x

0

1

1 + t + t2
dt 為嚴格凹向上之 x 的範圍。 答

案：x ∈ (−∞,−1/2)

解答: 對於曲線凹向上的情況，我們必定有 y′′ > 0。
y =

∫ x

0
1

1+t+t2 dt ⇒ y′ = 1
1+x+x2 ⇒ y′′ = −(1+2x)

(1+x+x2)2。因為對所有 x，

我們有 (1 + x + x2)2 > 0，因此要使得 y′′ > 0，我們可得 (1 + 2x) <
0 ⇔ x < −1

2。所以曲線嚴格凹向上的範圍在 (−∞,−1/2)。 ¤



國立中山大學、成功大學合辦 98 學年度基礎學科「�積分」競試 4-3

6. 試找出函數 f 及實數 a 使得 答案：f(x) = x3/2, a = 9

6 +

∫ x

a

f(t)

t2
dt = 2

√
x, 對所有的 x > 0

解答: 利用�積分第一基本定理，將等號兩邊同時�分可得 f(x)
x2 = 2 1

2
√

x
⇒

f(x) = x3/2。為了求出 a，我們將 x = a 代回原式可得 6 +∫ a

a
f(t)
t2 dt = 2

√
a ⇒ 6 + 0 = 2

√
a ⇒ a = 9。 ¤

7. 試求曲線 y = x 及 y = x2 在 x ∈ [0, 1] 所圍的區域對直線 y = 2 作旋轉
的旋轉體積。 答案： 8

15π

解答: 由i盤法得曲線所構成橫切面為一墊圈，小i半徑為 2 − x，大i半
徑為 2− x2，因此

V =

∫ 1

0
π

[
(2− x2)2 − (2− x)2] dx

=

∫ 1

0
π(x4 − 5x2 + 4x) dx

= π

[
1

5
x5 − 5

3
+ 2x2

]1

0

= π

[
1

5
− 5

3
+ 2

]
=

8

15
π ¤

8. 試問在第一象限中，三角形以 x 和 y �為兩邊，第三邊與 y = e−x 相切

的最大面積是多少？ 答案：2/e

解答: 當我們找出 y = e−x 的切線後，就能找出此切線與兩�的交點，因

此三角形面積即可求出。在點 (a, e−a) 的切線斜率為
d

dx
e−x

∣∣
x=a

=

−e−a，因此切線為 y− e−a = −e−a(x−a) ⇔ y = e−a(a−x+1)。
因此與 y �截距為 y = e−a(a− 0 + 1) = e−a(a + 1)。為了找出 x �

截距，我們令 y = 0 ⇒ e−a(a− x + 1) = 0 ⇒ x = a + 1，因此三
角形面積為 A(a) = 1

2 [e
−a(a + 1)](a + 1) = 1

2e
−a(a + 1)2。

將此式對 a �分：A′(a) = 1
2 [e

−a(2)(a + 1) + (a + 1)2e−a(−1)] =
1
2e
−a(1 − a2)，在 a = ±1 時，�分值為 0 且由一$導數檢測法可
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知 a = 1 時有最大值。所以三角形面積的最大值為 A(1) = 1
2e
−1(1 +

1)2 = 2e−1 = 2/e。 ¤

9. 計算

∫ ∞

1

tan−1 x

x2 dx，其中 tan−1 x 為 tan x 的反函數。 答

案：π
4 + 1

2 ln 2 = 1
4(π + log(4))

解答:
∫∞

1
tan−1 x

x2 dx = limt→∞
∫ t

1
tan−1 x

x2 dx，使用分部積分：
∫

tan−1 x

x2 dx = −tan−1 x

x
+

∫
1

x

dx

1 + x2

= −tan−1 x

x
+

∫ [
1

x
− x

x2 + 1

]
dx

= −tan−1 x

x
+ ln |x| − 1

2
ln x2 + 1 + C

= −tan−1 x

x
+

1

2

x2

x2 + 1
+ C

因此，
∫ ∞

1

tan−1

x2 dx = lim
t→∞

[
−tan−1 x

x
+

1

2
ln

x2

x2 + 1

]t

1

= 0 +
1

2
ln 1 +

π

4
+

1

2
ln 2 =

π

4
+

1

2
ln 2 ¤

10. 設 f(x) = (x− 1)7ex，試求 f (20)(1)。 答案：e(20!)
13!

解答:

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(1)

n!
(x− 1)n

ex = ee(x−1) = e
∞∑

k=0

(x− 1)k

k!

則

f(x) =
∞∑

k=0

e(x− 1)k+7

k!
=

∞∑
n=7

e(x− 1)n

(n− 7)!

因為 f(x) 在 x = 1 的展�式是唯一的，因此

f (20)(1)

20!
=

e

13!
⇒ f (20)(1) =

e(20!)

13!
¤


