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若P (x), Q(x), R(x), S(x)為多4式且滿足

P (x5) + xQ(x5) + x2R(x5) = (x4 + x3 + x2 + x + 1)S(x)

試證x− 1為P (x)的因式。

解答： 首先我們可以觀察到，當x = e2πi/5, i = 1, 2, 3, 4時，則題目右式為0。令α =
e2πi/5，接著將x = α, α2, α3, α4分別代入題目中的方程式，則我們有

P (1) + α Q(1) + α2 R(1) = 0
P (1) + α2 Q(1) + α4 R(1) = 0
P (1) + α3 Q(1) + α R(1) = 0
P (1) + α4 Q(1) + α3 R(1) = 0

將上列四個方程式相加，並利用1 + α + α2 + α3 + α4 = 0，可得

4P (1)−Q(1)−R(1) = 0 (1)

而將上列四個方程式分別乘以α, α2, α3, α4後相加，可得

−P (1)−Q(1)−R(1) = 0 (2)

由(1)和(2)可得
4P (1) = Q(1) + R(1) = −P (1)

所以P (1) = 0，得證。 2
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